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Et ∇ apparut !
On se donne un champ de forces continu ~F dans le plan défini en dehors
d’un point O et satisfaisant

ÝÑF pMq �
ÝÝÑOM � 0

}
ÝÑF pMq} � }

ÝÝÑOM} � 1

Le travail de la force ÝÑF le long d’un circuit γ est k2π où k est le nombre
(orienté) de tours autour de O. La force ÝÑF est en fait un champ gradient
de potentiel θ, c’est à dire que ÝÑF �

ÝÑ∇θ où θ est l’angle que fait ÝÝÑOM avec
une direction fixée. En fait, on a donc calculé

1
2π

»
γ

dθ � k

ou encore, en passant aux complexes,

1
2iπ

»
γ

dz
z � k.
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L’accouplement d’intégration

Le résultat ci dessus illustre lorsque U � C�, le fait que l’accouplement
d’intégration

π1pUq � H1
dRpUq // C

pγ, ωq //
³
γ ω

est parfait : il fournit un isomorphisme

H1
dRpUq � HomGrpπ1pUq,Cq.

Ce résultat est valide en fait pour n’importe quelle variété analytique (ou
algébrique) de dimension d sur C.

Dualement, on a
π1pUqab,alg � H2d�1

dR,c pUq

(ou l’exposant « alg » désigne l’enveloppe algébrique du groupe) .
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Version non abélienne

La version non abélienne de ce résultat dit que l’on a une équivalence de
catégories

MICpU{Cq � // RepCπ1pUq
E // E pxq

ou x désigne un point de U et

MICpU{Cq � t modules cohérents à connexion intégrable sur U et
régulière à l’infini u
RepCπ1pUq � t représentations de dimension finie de π1pUq u.

En fait, MICpU{Cq est une catégorie tannakienne neutre et on a

π1pUqalg � π1pMICpU{Cqq

(ou π1 à droite est le groupe des automorphismes d’un foncteur fibre).
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Passage aux faisceaux

Les catégories RepCπ1pUq et MICpU{Cq ne sont pas stables par images
directe. Mais on peut les étendre.

On a d’une part
RepCπ1pUq ãÑ CU�Mod

(l’image est composée des CU -modules localement constants de
dimension finie).
On a d’autre part

MICpU{Cq ãÑ DU�Mod

(l’image est composée des DU -modules qui sont OU -cohérents et
réguliers).

Ici, CU désigne le faisceau constant de valeur C sur U et DU désigne le
faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur U.
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Extension de l’équivalence
L’équivalence de catégories

MICpU{Cq � // RepCπ1pUq
E // E pxq

se prolonge en un foncteur (solutions)

DU�Mod Sol // CU�Mod
E // HomDU pE ,OUq.

Pour tenir compte des singularités (le foncteur Sol n’est pas exact à
droite), il faut passer aux catégories dérivées et considérer

DpDU�Modq RSol // DpCU�Modq
E // RHomDU pE ,OUq.

(moralement, on remplace E par une résolution projective).
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Exemple (U � C)
Pour E :� O � D{DB on a

RHomDpE ,Oq � HomDprD
B
Ñ Dsr1s,Oq

� rO B
Ñ Os � C p� HomDpE ,Oqq.

De même, pour E :� j�OC� � D{DpzB � 1q on peut vérifier que

RHomDpE ,Oq � HomDpE ,Oq � j!C.

Mais pour E :� H0 � D{Dz , on trouve par la même méthode

RHomDpE ,Oq � 0�Cr�1s

si bien que HomDpE ,Oq � 0 mais Ext1
DpE ,Oq � 0�C.
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Le théorème de Kashiwara

Théorème (Kashiwara)
Le foncteur RSol induit une equivalence de catégories

Dhol,regpDU�Modq � DconspCU�Modq

où

Dhol,regpDU�Modq est la catégorie dérivée des complexes bornés de
DU -modules à cohomologie holonome régulière.
DconspCU�Modq est la catégorie dérivée des complexes bornés de
CU -modules à cohomologie constructible.

On rappelle qu’un DU -module est holonome si sa variété caractéristique
est de dimension minimale. On va discuter maintenant la notion de
constructibilité.
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faisceaux constructibles

Définition
Un CU -module F est constructible s’il existe un recouvrement localement
fini par des sous-variétés Y � U telles que F|Y est localement constant
pour tout Y . Ils forment une catégorie ConspUq.

Le théorème de Kashiwara a la conséquence suivante :

Corollaire (Kashiwara)
On a une equivalence de catégories

DU�Modperv
hol,reg � ConspUq

où DU�Modperv
hol,reg est la catégorie des DU -modules pervers réguliers

holonomes. On rappelle maintenant la notion de perversité.
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Perversité

Définition
Un module pervers est un complexe de OU -modules tel que

1 codim SupHnpE q ¥ n pour n ¥ 0
2 Hk

Z pE q � 0 pour k   codimZ .

Exemple (U courbe non singulière)
Un module pervers est un complexe de OU -modules E tel que

H0pE q est plat sur OU ,
H1pE q est à support fini
HipE q � 0 pour i � 0, 1.

Un DU -module cohérent est holonome si et seulement si il existe un
ensemble fini de points en dehors desquels E est O-cohérent. La
restriction de E est alors un module cohérent à connexion intégrable
et E est régulier si la connexion est régulière.
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La situation en caractéristique p > 0

On remplace C par un corps (parfait) k de caractéristique positive p (
e.g. k � Fp).
On le relève en anneau de valuation (discrète) complet V (e.g.
V � Zp).
On désigne par K son corps de fraction (e.g. K � Qp) supposé de
caractéristique nulle.

On a donc : k � V ãÑ K (on notera ã P k la réduction de a P V).

On se donne une variété algébrique propre et lisse X sur k.
On la relève en un schéma formel plat X sur V.
On note XK la fibre générique de X qui est une variété analytique
propre et lisse sur K .

On a donc : X homeo
ãÑ X sp

ÐÝ XK (on écrira X Q x̃ Ø sppxq).

On supposera quand nécessaire que F : X ý est un relèvement du
frobenius de X .
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Exemple
On a Fp :� t0̃, . . . ,�p � 1u, Zp � t

°
i¥0 aipi , 0 ¤ ai   pu et

Qp � t
°

i¡8 aipi , 0 ¤ ai   pu. La réduction de
x :�

°
i¥0 aipi P Zp est ra0 P Fp. Pour x :�

°
i¡8 aipi P Qp, on

définit vpxq � minti P Z, ai � 0u et |x | � p�vpxq si bien que
x P Zp ô |x | ¤ 1.
Si X � PN

k , on peut choisir le relèvement X � pPN
V si bien que

XK � PN,an
K . Si x :� px0, . . . , xNq est un point rationnel de PN

K , on
peut supposer que maxt|x0|, . . . , |xN |u � 1 et alors x̃ :� px̃0, . . . , x̃Nq.
On utilise la géométrie de Berkovich. Un point de P1,an

K est
essentiellement (et exactement si K était algébriquement clos et
maximalement complet) un disque fermé de K ou 8. Les points
rigides sont les points de rayon nul et 8. Le point de Berkovich
Dp0, 1q est le seul qui se spécialise en le point générique de P1

k . Le
point Dpa, ηq se spécialise en ã si |a| ¤ 1 et η   1 et en 8 sinon.
Remarquons que P1,an

K est compact et simplement connexe.
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Isocristaux et D-modules arithmétiques

Si U est un ouvert de X , on dispose de la catégorie pF�q Isoc:pU{K q
des (F -) isocristaux surconvergents sur U qui est l’analogue de la
catégorie MICpU{Cq.
On dispose de la catégorie pF�q D:

X Q-Mod des D-modules
arithmétiques sur X .

Théorème (Berthelot)
Si U est le complémentaire d’un diviseur Z , on a un plongement

sp� : Isoc:pU{K q ãÑ D:
X Q�Mod.

Son image est formée des D:
X Qp

:Z q-modules cohérents qui sont
OX Qp

:Z q-cohérents

N.B. : Si E est un faisceau sur XK pour la topologie de Berkovich, on
notera E rig le faisceau associé pour la topologie de Tate.
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Surconvergence
Si Y � X , son tube dans XK est sY r:� sp�1pY q. On notera i :sUrãÑ XK ,
l’inclusion du fermé et j: :� i�i�1.

Exemple (X �

pP1
V)

Si U :� A1
k , alors sUr� Dp0, 1�q et ΓpP1,an

K , j:OP1,an
K

q � K rts:.

Définition
Un ∇-module sur XK est un OXK -module E muni d’une connexion
intégrable.
Il est convergent si sa série de Taylor provient d’un isomorphisme

ε : p�2 E � p�1 E

défini sur sX rX�X .
C’est un isocristal surconvergent sur U{K si c’est en fait un
j:OXK -module cohérent (structure alors unique).

Bernard Le Stum (Université de Rennes 1) ∇-modules constructibles Caen, le 13 mai 2011 15 / 25



Fonctions à pôles surconvergents

Définition
L’anneau OX p

:Z q des fonctions à pôle surconvergent le long de Z est le
faisceau dont les éléments sont localement de la forme

8̧

l�0

fl
g l , Dc ¡ 0, Dη   1, }fl} ¤ cηl

si Z est défini dans X par ḡ � 0.

Théorème (Berthelot)
Le foncteur E ÞÑ Rsp�E rig induit une équivalence entre les j:OXK -modules
cohérents et les OX p

:Z q-modules cohérents.

Le théorème est aussi valide sans dériver (c’est un corollaire).
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Opérateurs différentiels arithmétiques

Définition
L’anneau D:

X des opérateurs différentiels arithmétiques sur X est le
faisceau dont les éléments sont localement de la forme

P �

8̧

k�0

1
k!

fk
Bk

Btk , Dc ¡ 0, Dη   1, }fk} ¤ cη|k|.

L’anneau D:
X p

:Z q des opérateurs différentiels arithmétiques à pôle
surconvergent le long de Z est le faisceau dont les éléments sont
localement de la forme

P �

8,8̧

k�0,l�0

1
k!

fk,l
Bk

g lBtk , Dc ¡ 0, Dη   1, }fk,l} ¤ cη|k|�l

si Z est défini dans X par ḡ � 0 (version de Huyghe).
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Modules constructibles

La définition d’un module constructible est analogue à celle de faisceau
constructible.

Définition
Un OXK -module E est constructible s’il existe un recouvrement fini de X
par des sous-variétés Y telles que E|sY r soit localement libre.

On aura alors :

Théorème
Supposons que X est une courbe.
Si E est un module constructible sur XK , alors Rsp�E rig est un
OX Q-module pervers.

On conjecture que ce résultat est vrai pour X quelconque, de même que le
théorème qui suit.
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Théorème principal
Théorème
Supposons que X est une courbe. Alors,

1 Si E est un ∇-module constructible convergent sur XK , alors
Rsp�E rig est un D:

X Q-module pervers.
2 On obtient une équivalence

F �∇� ConspX q � F �D:
X Q�Modperv

hol

où

F �∇� ConspX q est la catégorie des F -∇-modules constructibles
sur XK (automatiquement convergents).
F �D:

X Q�Modperv
hol est la catégorie des F �D:

X Q-modules pervers
holonomes (définition analogue à ci-dessus).

Démonstration
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Variétés singulières

On peut aussi considérer le cas où U est une sous-variété localement
fermée (pas nécessairement ouverte) de X . On désigne alors par Ū sa
fermeture algébrique dans X et par i :sUrãÑsŪr le morphisme d’inclusion.
On écrit encore j: :� i�i�1.

Définition
Un ∇-module sur sŪr est un OsŪr-module E muni d’une connexion
intégrable.
Il est convergent si sa série de Taylor provient d’un isomorphisme
défini sur sŪrX�X .
C’est un isocristal surconvergent sur U{K si c’est en fait un
j:OsŪr-module cohérent.

Ces définitions sont encore valables sans supposer que X est propre et lisse
mais seulement que que X est lisse au voisinage de U et que Ū est propre.
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Isocristaux surconvergents et D-modules
arithmétiques

Théorème (Caro)
Supposons que Ū est lisse et que ŪzU est le complémentaire d’un diviseur
Z . On a alors un plongement

sp� : Isoc:pU{K q ãÑ D:
X Q�Mod

Son image est formée des D:
X Qp

:Z q-modules cohèrents à support dans Ū
qui satisfont une condition de cohérence supplémentaire.

On s’attend à ce que sp� � Rsp�pj!E qrig où j :sŪrãÑ XK est le morphisme
d’inclusion.

Ce théorème doit aussi être valide sans hypothèse de lissité sur Ū (Caro)
et même pas non plus sur U.

Références
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Démonstration

Théorème

On suppose donc que X est une courbe. Soit E un ∇-module constructible
convergent sur XK .

On peut alors trouver un ensemble fini tx1, . . . , xnu de points non-ramifiés
de X , pour chaque i � 1, . . . , n, un espace vectoriel de dimension finie Hi ,
un isocristal surconvergent EU sur le complémentaire U de tx̃1, . . . , x̃nu et
une suite exacte

0Ñ
ņ

i�1
hi!pOsx̃i r bKpxi q Hiq Ñ E Ñ EU Ñ 0

où hi :sx̃i rãÑ XK est l’inclusion de la classe résiduelle.

On sait déjà que Rsp�E rig
U est un D:

X Q-module et on montre que

Rsp�ph!pOsx̃r bKpxq Hqrig � Rh̃�H

avec h̃ : SpfVpxq ãÑ X .
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Démonstration (suite)

On en déduit facilement que Rsp�E rig est un D:
X Q-module pervers.

Pour obtenir une équivalence de catégories, il suffit de montrer que

Exti
∇pE1,E2q � Exti

D:
X Q
pRsp�E rig

1 ,Rsp�E rig
2 q.

Le cas i � 0 donnera la pleine fidélité et le cas i � 1 donnera la
surjectivité. Tout repose sur le résultat suivant :

Théorème
Si E est un F -isocristal surconvergent sur U � X et x R U, alors

RHom∇pE , h!Osxrq � RHomD:
X Q
psp�E rig, h̃�K pxqq

� Hom∇pRx pE q,Rx qr�1s.
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Démonstration (fin)
Dans ce dernier résultat, Rx désigne l’anneau de Robba en x et Rx pE q la
fibre de Robba en x .

Du coté des isocristaux, l’isomorphisme s’obtient par adjonction en
remarquant que Rx n’est autre que la fibre de h�Osxr au (tube du) point
générique.

Du coté des D-modules, on a d’abord par adjonction,

RHomD:
X Q
psp�E rig, h̃�K pxqr1sq � RHomD:

pxQ
pRbd

x pE q, δx q

où x̂ � SpfVpxqrrtss est le complété formel de rx dans X , Rbd
x pE q est la

fibre de Robba bornée de E et

δx :� Rbd
x {Ox̂Q � Rx{Ox pRbd

x � Ox̂Qp
:x̃qq.

On conclut alors avec un théorème de Richard Crew qui utilise l’existence
du Frobenius.

Complément
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