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ET V APPARUT!

On se donne un champ de forces continu F dans le plan défini en dehors
d'un point O et satisfaisant

e« F(M)-OM =0
« [F(M)]-|OM]| =1

Le travail de la force F le long d'un circuit v est k27 ou k est le nombre
(orienté) de tours autour de O. La force F est en fait un champ gradient
de potentiel 6, c'est a dire que F = V0ol 0 est I"angle que fait OM avec
une direction fixée. En fait, on a donc calculé

1
o do = k
T Jy
ou encore, en passant aux complexes,
1 dz
— | — = k.
2im z

v
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L’ ACCOUPLEMENT D’INTEGRATION

Le résultat ci dessus illustre lorsque U = C*, le fait que I'accouplement
d'intégration

T J—
est parfait : il fournit un isomorphisme

Hlr(U) ~ Homg, (71 (U), C).

Ce résultat est valide en fait pour n'importe quelle variété analytique (ou
algébrique) de dimension d sur C.

Dualement, on a
m (V)™ ~ H3E (V)

(ou I'exposant « alg » désigne I'enveloppe algébrique du groupe) .
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VERSION NON ABELIENNE

La version non abélienne de ce résultat dit que I'on a une équivalence de

catégories
MIC(U/C) —— Repcm1 (V)
E E(x)

ou x désigne un point de U et
e MIC(U/C) = { modules cohérents a connexion intégrable sur U et
réguliere a l'infini }
* Repcmi(U) = { représentations de dimension finie de 71 (U) }.
En fait, MIC(U/C) est une catégorie tannakienne neutre et on a
T (U)¥8 ~ 71 (MIC(U/C))

(ou 71 a droite est le groupe des automorphismes d'un foncteur fibre).
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PASSAGE AUX FAISCEAUX

Les catégories Repemi(U) et MIC(U/C) ne sont pas stables par images
directe. Mais on peut les étendre.

e On a d'une part
Repemi(U) — Cy—Mod

(I'image est composée des C-modules localement constants de
dimension finie).
e On a d'autre part
MIC(U/C) — Dy—Mod

(I'image est composée des Dy-modules qui sont Oy-cohérents et
réguliers).

Ici, Cy désigne le faisceau constant de valeur C sur U et Dy désigne le
faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur U.

Bernard Le Stum (Université de Rennes 1) V-modules constructibles Caen, le 13 mai 2011 6 /25



EXTENSION DE L’EQUIVALENCE
L'équivalence de catégories

MIC(U/C) —— Repcm1 (V)
E E(x)

se prolonge en un foncteur (solutions)

Dy—Mod —2° . €y—Mod
E Homp, (E,Oy).

Pour tenir compte des singularités (le foncteur Sol n'est pas exact a
droite), il faut passer aux catégories dérivées et considérer

D(Dy—Mod) —25°~ D(Cy—Mod)
E RHomp, (E,Oy).

(moralement, on remplace E par une résolution projective).
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EXEMPLE (U = C)
« Pour E := O =D/D¢ on a

RHomp(E,©) = Homp([D 5 D][1],0)
—[05%0]=C (=Homp(E,O)).

« De méme, pour E := j,Ocx = D/D(z0 — 1) on peut Vérifier que

RHomp(E,O) = Homp(E,O) = jC.

« Mais pour E := Hg = D/Dz, on trouve par la méme méthode
RHomp(E,O) = 0,C[—1]

si bien que Homp(E, O) = 0 mais Exth(E,O) = 0,C.
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LLE THEOREME DE KASHIWARA

THEOREME (K ASHIWARA)

Le foncteur RSol induit une equivalence de catégories
Dhol,reg(DU_MOd) = Dcons(CU_MOd)

N

ou

® Diolreg(Dy—Mod) est la catégorie dérivée des complexes bornés de
Dy-modules a cohomologie holonome réguliere.

® Dcons(Cy—Mod) est la catégorie dérivée des complexes bornés de
Cy-modules a cohomologie constructible.

On rappelle qu'un Dy-module est si sa variété caractéristique
est de dimension minimale. On va discuter maintenant la notion de
constructibilité.

Bernard Le Stum (Université de Rennes 1) V-modules constructibles Caen, le 13 mai 2011 9/25



FAISCEAUX CONSTRUCTIBLES

DEFINITION

Un Cy-module F est s'il existe un recouvrement localement
fini par des sous-variétés Y < U telles que F|y est localement constant
pour tout Y. lls forment une catégorie Cons(U).

Le théoreme de Kashiwara a la conséquence suivante :
COROLLAIRE (KASHIWARA)

On a une equivalence de catégories

Dy—Modyg 1., ~ Cons(U)

ol Dy—Modyg ., est la catégorie des Dy-modules pervers réguliers

holonomes. On rappelle maintenant la notion de perversité.
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PERVERSITE

DEFINITION
Un est un complexe de Oy-modules tel que

® codim SupH"(E) = n pour n =0
® HY(E) = 0 pour k < codimZ.

EXEMPLE (U COURBE NON SINGULIERE)
+ Un module est un complexe de Oy-modules E tel que
« HO(E) est plat sur Oy,
« H(E) est a support fini
« H'(E) =0 pour i #0,1.

* Un Dy-module cohérent est si et seulement si il existe un
ensemble fini de points en dehors desquels E est O-cohérent. La
restriction de E est alors un module cohérent a connexion intégrable
et E est si la connexion est réguliere.

Caen, le 13 mai 2011 11 /25
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LA SITUATION EN CARACTERISTIQUE p > 0

* On remplace C par un corps (parfait) k de caractéristique positive p (
eg k=Fp).

e On le reléeve en anneau de valuation (discréte) complet V (e.g.
V=12Z,).

» On désigne par K son corps de fraction (e.g. K = Q,) supposé de
caractéristique nulle.

Onadonc: k«V — K (on notera 3 € k la réduction de a € V).

e On se donne une variété algébrique propre et lisse X sur k.

e On la reléve en un schéma formel plat X sur V.

* On note X la fibre générique de X qui est une variété analytique
propre et lisse sur K.

Onadonc: X"&°x &y, (on écrira X 2 X © sp(x)).

On supposera quand nécessaire que F : X D est un relevement du
frobenius de X.
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EXEMPLE

«OnaFpi={0,....,p—1}, Z, = {S;s0aip’, 0<a <p}et
Q, = {D.ap’, 0<a <p}. Laréduction de
X :=0aip' € Zp est 3y € Fp. Pour x := >, aip' € Qp, on
définit v(x) = min{i € Z, a; # 0} et |x| = p~™) si bien que
xelpy<e |x| <1

« Si X = P¥, on peut choisir le relévement X = ﬁg si bien que
Xk = Pﬁ’an. Si x := (xo0,...,xy) est un point rationnel de P, on

peut supposer que max{|xgl, ..., |xy|} =1 et alors X := (Xp, ..., Xn).

» On utilise la géométrie de Berkovich. Un point de P}gan est
essentiellement (et exactement si K était algébriquement clos et
maximalement complet) un disque fermé de K ou 0. Les points
rigides sont les points de rayon nul et co. Le point de Berkovich
D(0,1) est le seul qui se spécialise en le point générique de Pi. Le
point D(a,n) se spécialise en 3 si |a] < 1etn <1 eten oo sinon.
Remarquons que P ™" est compact et simplement connexe.
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ISOCRISTAUX ET D-MODULES ARITHMETIQUES

e Si U est un ouvert de X, on dispose de la catégorie (F—) Isoc'(U/K)
des sur U qui est I'analogue de la
catégorie MIC(U/C).

» On dispose de la catégorie (F—) DLQ—I\/Iod des

sur X.

THEOREME (BERTHELOT)

Si U est le complémentaire d’un diviseur Z, on a un plongement
sp, : Isoc' (U/K) — D}Q—Mod.

Son image est formée des DLQ(TZ )-modules cohérents qui sont
Oxq(TZ)-cohérents

N.B. : Si E est un faisceau sur Xk pour la topologie de Berkovich, on
notera E'& |e faisceau associé pour la topologie de Tate.
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SURCONVERGENCE

Si Y c X, son dans Xk est |Y[:=sp }(Y). On notera i :JU[— Xk,
I'inclusion du fermé et jT := i, i~L.

EXEMPLE (X = PL)

Si U:= A}, alors JU[= D(0,1%) et [(P™, /fOp1an) = K[t]".
K

DEFINITION
e Un

sur Xk est un Oy,-module E muni d’'une connexion
intégrable.

o Il est si sa série de Taylor provient d'un isomorphisme

€e:pyE~pfE

défini sur [ X[xxx-

e Clest un sur U/K si c'est en fait un
jTOx,-module cohérent (structure alors unique).
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FONCTIONS A POLES SURCONVERGENTS

DEFINITION
L'anneau Ox(1Z) des le long de Z est le
faisceau dont les éléments sont localement de la forme
0
fi 3 In <1, |fll<ecn
27/7 c>0, n<4i HIH\CU
08

si Z est défini dans X par g = 0.

THEOREME (BERTHELOT)

Le foncteur E — Rsp, E™® induit une équivalence entre les jT(’)XK—modu/es
cohérents et les Ox (1 Z)-modules cohérents.

Le théoréme est aussi valide sans dériver (c’est un corollaire).
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OPERATEURS DIFFERENTIELS ARITHMETIQUES

DEFINITION
e L'anneau DL des sur X est le
faisceau dont les éléments sont localement de la forme

el 1 K
2,7 Tt Jc>0, In<1, |fill <cnl
k=0" t=

e L'anneau D}(TZ) des
le long de Z est le faisceau dont les éléments sont
localement de la forme

90,00 k

1 0%
= ) PILET gl otk’ 3c>0, In<1, |[fisl <en*
k=0,/=0 —

si Z est défini dans X par g = 0 (version de Huyghe).
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MODULES CONSTRUCTIBLES

La définition d'un module constructible est analogue a celle de faisceau
constructible.

DEFINITION

Un Ox,-module E est s'il existe un recouvrement fini de X
par des sous-variétés Y telles que Ejjy soit localement libre.

On aura alors :

THEOREME

Supposons que X est une courbe.
Si E est un module constructible sur Xy, alors Rsp,E"'® est un
Oxq-module pervers.

On conjecture que ce résultat est vrai pour X quelconque, de méme que le
théoréme qui suit.
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THEOREME PRINCIPAL

THEOREME
Supposons que X est une courbe. Alors,

® Si E est un V-module constructible convergent sur Xk, alors
Rsp, E™8 est un DXQ—module pervers.

© On obtient une équivalence

F—V —Cons(X) ~ F — DLQ_MOdﬁ[e)llrv

N

ou

e F—V — Cons(X) est la catégorie des F-V-modules constructibles
sur Xk (automatiquement convergents).

o F— DLQ—Moc.iﬁij est la catégorie des F — D;Q—modules pervers
holonomes (définition analogue a ci-dessus).

» Démonstration
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VARIETES SINGULIERES

On peut aussi considérer le cas ot U est une sous-variété localement
fermée (pas nécessairement ouverte) de X. On désigne alors par U sa
fermeture algébrique dans X et par i :]U[—]U][ le morphisme d'inclusion.

On écrit encore jT := i, i™t.
DEFINITION
e Un sur JU[ est un Oygj-module E muni d'une connexion
intégrable.
o |l est si sa série de Taylor provient d'un isomorphisme
défini sur [U[xxx-
e Clest un sur U/K si c'est en fait un

jTO] U[—module cohérent.

Ces définitions sont encore valables sans supposer que X est propre et lisse
mais seulement que que X est lisse au voisinage de U et que U est propre.
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ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS ET D-MODULES
ARITHMETIQUES

THEOREME (CARO)
Supposons que U est lisse et que U\U est le complémentaire d’un diviseur
Z. On a alors un plongement

sp, : Isoc (U/K) —> DLQ—Mod

Son image est formée des DE(Q(TZ )-modules cohérents 3 support dans U
qui satisfont une condition de cohérence supplémentaire.

On s'attend a ce que sp, = Rsp, (iE)" ol j :]U[— Xk est le morphisme
d'inclusion.

Ce théoréme doit aussi étre valide sans hypothese de lissité sur U (Caro)
et méme pas non plus sur U.

» Références
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DEMONSTRATION

4 Théoréme
On suppose donc que X est une courbe. Soit £ un V-module constructible
convergent sur Xk.

On peut alors trouver un ensemble fini {xi,...,x,} de points non-ramifiés
de X, pour chaque i = 1,...,n, un espace vectoriel de dimension finie H;,
un isocristal surconvergent Ey sur le complémentaire U de {Xi,...,X,} et
une suite exacte

0—>Zh,l %[ Ok () Hi) = E— Ey —> 0

ou h; :]Xi[<> Xk est I'inclusion de la classe résiduelle.

On sait déja que Rsp*Er est un DLQ module et on montre que
Rsp, (M (0151 ®k(x) H)™® =~ RhyH

avec h: SpfV(x) — X.
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DEMONSTRATION (SUITE)
On en déduit facilement que Rsp, E™8 est un D;,Q—module pervers.
Pour obtenir une équivalence de catégories, il suffit de montrer que
Exté (E1, B2) = Bxt! (Rsp, E['8, Rsp, E5 %).
xQ

Le cas i = 0 donnera la pleine fidélité et le cas i = 1 donnera la
surjectivité. Tout repose sur le résultat suivant :

THEOREME

Si E est un F-isocristal surconvergent sur U c X et x ¢ U, alors

RHomy (E, hOy,) = RHom; (sp, E"¢ h, K(x))
xQ

= Homvy (R« (E), Rx)[—1].
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DEMONSTRATION (FIN)
Dans ce dernier résultat, R, désigne I'anneau de Robba en x et R, (E) la
fibre de Robba en x.

Du coté des isocristaux, |'isomorphisme s'obtient par adjonction en
remarquant que Ry n'est autre que la fibre de h,O),[ au (tube du) point
générique.
Du coté des D-modules, on a d’abord par adjonction,

RHom_; (sp,E"®, h.K(x)[1]) = RHom (Rbd(E) 8y)

xQ
ol X ~ SpfV(x)[[t]] est le complété formel de X dans X, RPI(E) est la
fibre de Robba bornée de E et
0x 1= R /Osq = Rx/Ox (R = Osq('%)).

On conclut alors avec un théoréme de Richard Crew qui utilise I'existence

du Frobenius.

Complément
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