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Exemple

On cherche le nombre de couples (x,y) € F tels que
y2=x3+x. Ici F, désigne un corps fini avec g impair.

On considére alors la courbe affine X définie par
¥=x+x, y#0 C Ag,
ainsi que sa fermeture projective X définie par

viz=x3+xz> C P,Z:q.

On cherche donc le nombre de points rationnels de X. Et il revient
au méme de compter ceux de X : on a
N(X) = N(X)+|{a € Fq,a°> +a=0}| +|{a € Fg,a> = 0}|

_{N(X)—i—l—irl si V—1¢F, (g=—-1 mod 4)
- NXYY L2141 o /1 ccF (A=1 mad 4)



Exemple (suite)

1 q—]. Z X
On rappelle qu'il y a exactement #5= carrés dans F .

Casg= -1 mod 4 (i.e. ¢ =3,7,27,...) : puisque —1 nest pas un
carré dans Fg, si c € F, on aura

c ou —c est un carré mais pas les deux.
On voit donc que si a € Fg, alors
a®+aou (—a)*+(—a) = —(a>+ a) est un carré mais pas les deux.

Il'y a donc qTfl fois ol a3 + a est de la forme b?. Et quand cela
arrive, il y a exactement 2 possibilités pour b. On a donc

1 o
N(X) =2 x =qg—1 et NX)=(g—1)+2=qg+1.

2

Lecasou g=1 mod 4 (i.e. ¢ =5,9,25,...) ne se traite pas



Exemple (fin)

Cas g =5 : on dresse la table

a |—2]-1]1] 2
@2 |[—-1]1]1]-1
PX 2 [—-1]1]-2
a+al 0]-2]2]0

On voit donc qu'un élément de la form a® + a ne peut pas étre un

carré non nul si bien que N(X) =0 et N(X) = 4.
Cas g =9 : On écrit Fg = F3[\/—1] et on calcule
a®+a=3+a=2Re(a) = —Re(a) € F3 = {-1,0,1}.

C'est toujours un carré dans Fg et il est non nul si et seulement si
Re(a) # 0. On obtient ainsi 9 — 3 = 6 possibilités pour a. On a
donc

N(X)=2x6=12 et N(X)=12+4=16.



Compter les points

On se donne plus généralement une variété algébrique X sur Fq ou
F, est un corps fini avec g elements (g une puissance d'un nombre
premier p).

On veut faire la chose suivante :
» Calculer le nombre de points rationnels N(X) := |X(F4)| de X

Plus généralement, si Fqr/F, est une extension finie, on veut
calculer le nombre

NH(X) = [X(Fgr)l (= N(X &, For))

de points de X a valeur dans Fr.

On appellera nombre de Weil de poids m € N, un nombre
algébrique dont les valeurs absolues archimédiennes valent g
(1+2y/—1 par exemple si g = 5).

On peut alors énoncer les conjectures de Weil ([4]) :

m
2



Conjectures de Weil
Théoreme (Rationalité, version additive)
Il existe un nombre fini d’entiers algébriques «;, 3; tels que pour
tout r, on ait N,(X) =3 af — 3 ;.
Théoreme (Equation fonctionnelle, version additive)

Si X est propre et lisse de pure dimension d, alors I'application
v qd/fy induit une permutations des «; et une permutation des

Bj.
Théoreme (Pureté, version additive)

Si X est de dimension d, les entiers algébriques o et [3; sont des
nombres de Weil de poids € [0,2d]. Si X est propre et lisse, les
poids sont pairs pour les cj et impairs pour les [3;.



Partie topologique des conjectures

On dira que X (propre et lisse) provient par réduction d'une variété
algébrique complexe V' si on peut écrire

X=X®rF; et V=X®rC

avec F; «~ R < C et X’ schéma propre et lisse sur R.

Si c’est le cas, on aura pour m pair :
{aj, poids(e;) = m}| =rang Hp(V)
et pour m impair :

{Bi, poids(fi) = m}| = rang Hp(V).

Les conjectures de Weil ont été démontrée par Dwork (rationalité,
[2]), Grothendieck (équation fonctionnelle, [3]) et Deligne (pureté,

[1])-



Exemple
On considére de nouveau la courbe (g impair)
X: yz=x3+x* C P%q.

Les nombre de Weil de poids 0 et 2 sont 1 et g, respectivement. Et
il y a deux nombres de Weil de poids 1 dont le produit vaut g. Si
g =—1 mod 4, on trouve &,/—q. On aura donc bien

NX)=1+qg—+vV—-q++v—-q=q+1
Le cas g =9 est le N, du cas g = 3 et on a bien
12432 - (V-3 (—vV-32?=14+9+3+3=16.

Lorsque g = 5, ont peut montrer que les nombres de Weil de poids
1 sont 14+ 24/—1. On retrouve bien N(X) = 4 et on découvre

Na(X) = 32 (on a donc 28 solutions avec x,y # 0 pour
y? = x3 + x sur Fas = F5[v2]).



Séries de Dirichlet

L'anneau des séries de Dirichlet est |'algebre compléte A du
monoide multiplicatif N \ {0} sur Z (ensemble des suites (a,)n>0
dans Z avec

(an)(bn) = (cn) © cn = Z ajb; ).

ij=n

C'est un anneau séparé complet (Z muni de la topologie discréte et
A= TInoy Z) et on note traditionnellement n™° € A les vecteurs
de la base orthogonale canonique (la suite qui vaut 1 a la n-éme
place et 0 ailleurs). Tout élément de A s'écrit donc de maniére
unique Y~ a,n"* et on a la formule n=*m~° = (nm)~*.

On peut remarquer que si P désigne I'ensemble des nombres
premiers, on a

A= Z[[{p *}pepll

(utiliser simplement le fait que P est une base du monoide

N\ {0}).



Fonctions zéta arithmétiques

On désignera par |X| I'ensemble des points fermés d'un schéma X.
Lorsque X est un schéma de type fini sur Z, on voit aisément que
x € |X| si et seulement si son corps résiduel k(x) est fini. On pose

alors
N(x) = [k(x)|-
La série de Dirichlet 1 — N(x)~* est inversible et le produit
= L TN )

x€|X|

converge (dans |'anneau des séries de Dirichlet). C'est la fonction
zéta arithmétique de X. Dans le cas particulier ou X = SpecZ, on
retrouve la fonction zéta de Riemann

(&)=Y



Fonctions zéta géométriques

Lorsque X est une variété algébrique sur Fg, si on pose
deg x := [k(x) : Fg]

pour x € |X|, on aura N(x) = g9¢&* et donc

1
C(X,S) = H —s)deg x *
ceix (@)
En fait, le produit
_ 1
Z(X,t) = ][ [ sdeex

x€|X|

converge dans Z[[t]]. C'est la fonction zéta géométrique de X et

ona
((X,s) = 2Z(X,q7).



Réciproquement, si X est un schéma de type fini sur Z, on aura

¢(X.s) = ] Z(Xp, p™)

peP

ou P désigne I'ensemble des nombres premiers et X, := X @z F.

Supposons de nouveau que X soit une variété sur F,. On a alors

o tr
Z(X,t) =exp (Zl Nr(X)r> .
Exemple

Pour la courbe X d'équation y?z = x3 + xz2, on peut montrer que

— 1— at + qt?
XD =T hE e

avec a=1+q — N(X).



Théoréme (Conjectures de Weil, rationalité, version
multiplicative)

On a Z(X,t) € Q(t).

Théoreme (Conjectures de Weil, equation fonctionnelle,
version multiplicative)

Si X est propre et lisse de pure dimension d, alors

1
(X, 5p) = +q7 tEZ(X,t) avec E€Z.

Théoreme (Conjectures de Weil, pureté, version multiplicative)

Si X est de dimension d, les zéros et les pdles de Z(X, t) sont des
nombres de Weil de poids € [0,2d]. Si X est propre et lisse, les
poids des zéros sont pairs ceux des pdbles sont impairs.



Un polynéme de Weil (pur de poids m) est un polynéme

B
P =[] —nit) € Z[t]
i=1
ou les v; sont des nombres de Weil (de méme poids m).

Théoreme (Conjectures de Weil, version raffinée)

On peut écrire
2d ,
Z(x,t) =[] Py
i=0

ou les P; sont des polynémes de Weil. Si X est propre et lisse de
pure dimension d, les P; sont purs de poids i et on a

1
Pag_i(t) = c,-thP,-(ﬁ) avec G €Z,B; €N.

De plus, B; = rangH;(V') si X provient par réduction d'une variété
V.



Théoréme du point fixe

Si X est une variété algébrique sur Fg, I'ensemble des points fixes
du Frobenius F : x — x9 agissant sur X est exactement X(Fg). Or
ona:

Théoreme (Lefschetz)

Si X est un espace topologique compact triangulable et
F : X — X une application continue sans point fixe, alors

> (=1)TrFypyx) = 0.

Supposons que I'on dispose de « foncteurs »
X Hi(X), i=0,...,2d (d=dimX)

définis sur les variété algébriques sur Fg, a valeur dans les espaces
vectoriels de dimension finie sur un corps de caractéristique nulle,
qui soit contravariant en les immersions ouvertes et covariant en
les morphismes propres (avec compatibilité).



Supposons que I'on ait en plus
1. ,?go(—l)"TrFﬂHi(X) =0si X(Fy) =0 (Lefschetz),
2. dim Hp(Spec(Fq)) =1  (normalisation),

3. et une suite exacte longue (fonctorielle) chaque fois que Y
est un fermé de X de complémentaire U :

- = Hi(Y) = Hi(X) = Hi(U) - Hi—1(Y) — -+ (Gysin).

On aura alors automatiquement pour toute variété algébrique X
sur Fq :

2d
> (1) TrFypx) = N(X)  (Lefschetz — Hopf).
i=0

En pratique, on prendra pour H;(X) le dual de H.(F, ® X, Q))
pour | # p ou le dual de Hj;, (X) (petit camarade cristallin).



Pour passer aux points a valeur dans des extensions de Fg, on a
besoin de

Lo Y(=1)"TrFyx) = 0si X(Fgr) =0,
2. dim Ho(Spec(Fgr)) =r

(compatibilité a I'extension des scalaires).

En utilisant det(1 — tF.) = exp (— °,TrFrE ) on aura alors
2d i+1
Z(X,t) = [ det(1 — tFjp,0) 0"
i=0

D’ou la rationalité (et une formule pour les P;). Et I'équation
fonctionnelle résultera de la dualité de Poincaré : pour X propre et
lisse, on demande des accouplements parfaits

Hgd_,'(X) X H,(X) — K

compatibles aux Frobenius a multiplication prés par 27 sur K. II
restera uniquement la pureté 3 démontrer.



Pour résumer :
Supposons qu’on dispose d'une théorie homologique qui

1. prend ses valeurs dans la catégorie des espaces vectoriels de
dimension finie sur un corps de caractéristique nulle

2. est contravariante en les immersions ouvertes et covariante en
les morphismes propres (avec compatibilité)

3. commute aux extensions finies du corps de base

4. est compatible avec I'homologie singuliere dans le cas propre
et lisse

5. fournit des suites exactes longues de Gysin
6. fournit une dualité de Poincaré dans le cas propre et lisse

7. fournit une formule du point fixe de Lefschetz

On aura alors la rationalité et I'équation fonctionnelle pour la
fonction zéta. Et la pureté est équivalente au fait que les valeurs
propres du Frobenius sont des nombres de Weil (du bon poids si X
est propre et lisse).



Intersection de cycles

On peut montrer la formule de Lefschetz-Hopf directement. La
stratégie standard passe par les classes de cycles. Il faut construire
une application fonctorielle

Ai(X) = Hai(X), T —cl(lN)

ou A;(X) désigne I'homologie (gradué par la dimension) de Chow
(cycles modulo équivalence rationnelle). Lorsque X n’est pas lisse,
on a aussi besoin d'une version cohomologique (graduée par la
codimension)

Al(X) = H*(X), T —cl(I).

On dispose d'une théorie de I'intersection
N:A(X)® A (X) — Ai_j(X),
et on aura besoin d'un cap-produit compatible

N Hi(X) @ H(X) = Hi—i(X).



Poincaré et Kinneth

La cohomologie doit étre fonctorielle et a valeurs dans les espaces
de dimension finie. Pour X lisse, on veut un isomorphisme
(fonctoriel)

cl(X) N = H(X) =~ Hag—j(X).

Pour X propre, on veut un accouplement parfait (fonctoriel)
<, > H(X)® H(X) = K

Dans le cas propre et lisse, ca redonne la dualité de Poincaré.

On aura aussi besoin d'une formule de Kiinneth naturelle
k
k(X x Y) ~ D Hi(X) @ Hii(Y)
i=0

si X et Y sont des variétés quelconques.



Supposons que X est lisse de pure dimension d. Soit [ une
correspondance propre sur X (I est une sous-variété de pure
dimension d de X x X et la seconde projection est propre — penser
au graphe d'un morphisme propre). On peut alors considérer

py

it Hi(X) Hi(T) —22 Hi(X) .

(c'est o, H;(x) lorsque T est le graphe de ). Comme X est lisse,
on peut interpréter I', ; comme un morphisme

it HX71(X) = Hi(X).
Si de plus, X est propre, on peut méme le voir comme un élément
F*,,- : H,(X) X sz_,'(X).

Par fonctorialité, ca correspond en fait la i-eme composante de

k
l(F) € H2d X X X 2 @ H, ® H2d_,'(X).
i=0



Théoreme
Si X est propre est lisse, on a

cd(FNA)=cl(MNNecl(A) = i(—l)iTr [
i=0

(La premiere partie résulte de la théorie des classes de cycles et la
seconde est purement formelle).

Comme corollaire, on obtient directement le théoréeme de
Lefschetz-Hopf pour X propre et lisse. Pour traiter le cas d'une
variété quelconque, il y a plusieurs solutions :

> Introduire les coefficients constructibles et passer par les
fibrations en courbes

» Utiliser les altération de de Jong (et la cohomologie
logarithmique)

» Passer par la théorie des motifs

> ...



Méthode rigide

Lefschetz-Hopf résulte formellement de Lefschetz dans le cas affine
et lisse de pure dimension d. Les espaces rigides H.(X) sont alors
les espaces de cohomologie d'un complexe de de Rham démarrant
en degré d

Ac = Ac@a Q4 — -

Ici, A est un relevement lisse de |'algébre des fonctions de X et on a

d
Ac = HSpr\K (SpecAk', O) .
Ce complexe est naturellement muni d'un Frobenius. Il suffit donc
de montrer que (ce Frobenius est complétement continu et que)
I'on a

Tr |>';4c®AQiA =0 lorsque X(Fq)=0.

L'hypothése implique que I'on peut écrire
1=>71(F*(fx) — fx)gk. D'autre part, on a toujours
Tr(F*(f)gF*) = Tr(fgF*) (c'est formel), et alors
Tr(F*) = 3265 Te(F*(f) — fi)giF™ = 0.
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