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Il s’agit d’un cours d’introduction aux équations différentielles et aux systémes
différentiels en une variable (c’est a dire ordinaires). Nous nous concentrerons es-
sentiellement sur le cas linéaire et plus particulierement sur celui des coefficients
constants. Dans une premiére partie, nous introduisons la notion d’équation diffé-
rentielle et nous traitons en détail le cas des équations linéaires de rang un ainsi
que celui des équations a coefficients constants de rang deux. En ce qui concerne
les équations a coefficients constants, nous travaillons sur le corps des complexes
car la situation est bien plus agréable. Dans une seconde partie, nous présentons les
éléments de la théorie des espaces vectoriels normés nécessaires a 1’étude des systémes
différentiels. Aprés quelques rappels sur la diagonalisation et la trigonalisation, nous
introduisons dans la troisiéme partie la notion d’exponentielle de matrice et nous
discutons la dérivation des fonctions vectorielles. Dans la quatriéme et derniére
partie, nous définissons la notion de systéme différentiel. Nous étudions les systémes
a coefficients constants sur le corps des complexes en mettant a profit la notion
d’exponentielle de matrice. Enfin, nous démontrons le théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire et nous en déduisons le théoréme de variation de la constante. Le cours est
parsemé d’exemples concrets et chaque partie est suivie d’une session d’exercices
corrigés (pour la plupart).






1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Une équation différentielle (implicite) d’ordre n est une égalité

&) g(t,z(t),2'(t),..., 2™ () =0 (1.1)

ot g : U C R x R"™! — R est une fonction de n + 2 variables et o : I — R est une
fonction réelle n fois dérivable sur un intervalle . Si ’égalité est satisfaite pour
tout t € I, on dit que z est solution de I’équation.

En pratique, on écrira plus simplement
glt,z, o' ... ™) =0.

Déterminer toutes les solutions de 1’équation s’appelle résoudre ou intégrer 1’équation
différentielle et le graphe d’une solution est une courbe intégrale. Souvent 1’ensemble
U et 'intervalle I ne sont pas explicités lors de I’énonciation du probléme.

Attention : on utilise aussi parfois x pour le nom de la variable et y pour celui de
la fonction et il faut savoir jongler entre les deux notations.

Exemple 1. Les solutions de I'équation 2’ = cos(t) (c’est a dire a'(t) — cos(t) = 0)
sont les fonctions x(t) = sin(¢) + k pour k € R.
2. Les solutions de I'équation 2’ = x — 1 sont les fonctions z(t) = 1 + ke avec

k eR.
3. Les solutions de I’équation tz’ = 2z sont les fonctions
kt* sit>0
z(t)=¢ 0 sit=0 (1.2)
It* sit<0

avec k,l € R.
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FIGURE 1.1 — Courbes intégrales de =’ = cos(t
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FIGURE 1.2 — Courbes intégrales de r=x—-1
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FIGURE 1.3 — Courbes intégrales de tx’ = 2z
: A : ,

Y

4. Les solutions de 1'équation zz’ = t sont les fonctions x(t) = +v/t? + ¢ avec
¢ € Rxg ainsi que les fonctions x(t) = £v/t? — ¢? définies sur | — oo, —¢[ et sur
|e, +oo[ avec ¢ € Ry.

5. Les solutions de I’équation 2’ = x? sont la fonction nulle ainsi que les fonctions
z(t) = - définies sur | — oo, ¢[ ainsi que sur J¢, +-00].

6. Les solutions de I'équation z” +x = 0 sont les fonctions z(t) = k cos(t) + I sin(?)
avec k,1 € R (par exemple z(t) = cos(t — 7/4) avec k = | = \/2/2).

7. Les solutions de I'équation 2™ = 0 sont tous les polynémes k,_1t" > + - +
kit + ko de degré au plus n — 1.

Définition 1.1.2 Une équation différentielle explicite d’ordre n est une égalité
(€) M) = f(t,o(t)2'(t), .., "D (1)) (1.3)

ou f:U CR xR"™— R est une fonction de n + 1 variables et z : I — R est une
fonction réelle n fois dérivable sur un intervalle ouvert I.

On écrira alors plus simplement
o™ = f(t,x, .. D),
On passe d’une équation explicite & une équation implicite par la formule
gtz a’ . x™)y =2 — ftx 2l 2™Y)
(mais on ne peut pas toujours passer d'une équation implicite & une équation explicite).

Exemple Les équations 2’ = cos(t), 2’ = ax, 2’ = 2%, 2" + 2 = 0 ou 2 = 0 sont
explicites mais les équations t2’ = 2z et xx’ =t ne sont pas explicites.
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FIGURE 1.4 — Courbes intégrales de za’ =t
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FIGURE 1.5 — Courbes intégrales de 2’ = x?
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Définition 1.1.3 On appelle conditions initiales une suite d’égalités
l'(t()) = k’o, e ,l'(n_l)(t()) = kn—l

ou ko, ...,k,_1 sont des réels, x : I — R est une fonction réelle définie sur un
intervalle ouvert I et ty € I. Un probléme de Cauchy est la conjonction d’une
équation différentielle et de conditions initiales :

g(t,x(t), 2'(t),..., ™ @) =0 et x(ty) = ko, ..., "V (tg) = kn_1.
(1.4)

Exemple 1. Le probléme de Cauchy 2z’ = cos(t) et 2(0) = 0 a pour unique

solution z(t) = sin(t).

2. Le probléme de Cauchy 2/ = z — 1 et (0) = 0 a pour unique solution
z(t)=1—¢€".

3. Le probléme de Cauchy ta’ = 2z et £(0) = 0 a une infinité de solutions : toutes
les fonctions décrites en (1.2).

4. Le probléme de Cauchy za’ = t et x(0) = 0 a deux solutions z(t) = ¢ et
x(t) = —t.

5. Le probléme de Cauchy z’' = 2 et 2(0) = 1 a pour unique solution z(t) = .

6. Le probléme de Cauchy " + 2z = 0 et 2(0) = 2/(0) = 0 a pour unique solution

z(t) = 0.
7. Le probléme de Cauchy 2™ = 0 et 2™ Y(0) = --- = 2(0) = 1 a pour unique
solution
1
)= ———t" P "t L
W=t oot oottt

Remarque Le principe de Cauchy-Lipschitz stipule qu'un probléme de Cauchy
explicite posséde une unique solution. Géométriquement, cela signifie que les courbes
intégrales recouvrent tout le plan (/ x R plus exactement) et ne se coupent pas. Afin
de transformer ce principe en théoréme, il faudrait préciser les hypothéses — et le
démontrer. Nous traiterons uniquement le cas linéaire & la fin du cours.

Remarque Pour résoudre une équation différentielle a variables séparées

f(x)a" = g(t)

(ot on a écrit f(z) pour fox), on choisit des primitives!® F et G de f et g respecti-
vement et on a alors

flx)x' =g(t) & Ik eR,F(x) = G(t) + k.

Exemple 1. Résoudre xa’ =t. On a

2 2

t
xx':t<:>%:§+k<:>x:j:\/t2+2kett2+2k20.

Si k > 0, on écrit 2k = ¢? et on trouve donc z(t) = £v#? + 2. Si k < 0, on
écrit 2k = —c? et on trouve donc z(t) = £/ — ¢? sur | — oo, [ et sur ]¢, +o00].

1. II faut bien str que de telles primitives existent, par exemple que f et g soient continues par
morceau.
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2. Résoudre 2’ = 22. On cherche d’abord les solutions qui ne s’annulent pas. On

a alors
P DN S R tt+k#0
r=ux — = —— = x = e .
x? x t+k
On pose ¢ = —k et on trouve donc les solutions
1
r = sur | — oo, ¢ et e, +o0].

c—1t

Pour conclure, il faut aussi montrer que si x s’annule quelque part, alors = est
partout nulle? : si X est une primitive de  sur un intervalle I et qu’on pose
y=ze X, onay = (2 —2%)e ™ =0 si bien que y est constante. Si z(to) = 0,
alors y(tg) = x(tg)e ) = 0. On a donc y = 0 si bien que z = ye* = 0.

Définition 1.1.4 Une équation différentielle linéaire est une égalité de la forme
(&) an()a™ () + -+ ar ()2 (t) + ao(t)z(t) = g(t)

ol ay, . .., a, et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle 1. L’équation
différentielle est a coefficients constants si ay, . .., a, sont des constantes (mais
pas nécessairement ¢g). L’équation différentielle est homogéne si g = 0. En général,
l’équation différentielle homogene associée est I'équation

(&) an()z™(t) 4 - - + a1 ()2 (t) + ao(t)z(t) = 0.
Ici encore, en pratique, on écrira plus simplement
an(H)z™ + - 4 ay ()2’ + ag(t)z = g(t). (1.5)
On pourra bien sir considérer la notion d’équation différentielle linéaire explicite
2™ = ag()r -+ a2+ g(t).

Lorsque a,, ne s’annule pas sur I, on peut transformer 1’équation implicite (1.5) en
équation explicite

L) _ _ao(t) an-1(t) o1y | 9(t)

) an(t) an(t)’

Exemples 1. Les équations ' = cos(t), ' = x — 1, ta’ = 2z, 2" + 2z = 0, et
™ = 0 sont linéaires mais les équations zz’ = t et ’ = 22 ne sont pas
linéaires.

2. Les équations (linéaires) 2’ = cos(t), 2’ =z — 1, 2 + z = 0 ou 2™ = 0 sont a
coefficients constants mais pas tx’ = 2x.

3. Les équations (linéaires) 2” +x = 0 et t2’ = 2z et ou 2™ = 0 sont homogénes
mais pas 2’ = cos(t) ou 2’ = x — 1.

2. Cela résulte du théoréeme de Cauchy-Lipschitz qu’on ne démontrera pas dans ce cours.
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Proposition 1.1.5 — Principe de linéarité. Si, pour i = 1,2, x; est solution de
an()z™ + -+ 4+ a1 ()2’ + ao(t)z = g:(2),
et \; € R, alors A\jx1 + \yx5 est solution de

an(t)x(") + ot a1 (t)x’ + ag(t)r = Agi(t) + Aaga(t).

Démonstration. On sait que la dérivation est linéaire si bien que
()\15(31 + >\2I2)(k) = )\LTgk) + )\gmgk)

pour tout k = 0,...,n. Or, par hypothése, on a

(n)

an()z\ + -+ ar; ()2, + ag(t)zr = g1(t),
an(t)zy” + -+ ay (t)xh + ao(t) Ty = go(t).

Il suffit donc d’effectuer la combinaison linéaire des deux équations. [ |

Corollaire 1.1.6 L’ensemble Sy des solutions d’une équation différentielle linéaire
homogene (définies sur un intervalle fixé I) est un sous-espace vectoriel de 'espace
F(I,R) de toutes les fonction réelles définies sur I.

Démonstration. Bien siir, 'application nulle est toujours solution. Il suffit ensuite
d’appliquer le principe de linéarité dans le cas ou g = go = 0. Les détails sont laissés
en exercice. [

Exemples 1. Une base de solutions pour l'équation x” +x = 0 est {cos(t), sin(¢) }.
2. Une base de solutions pour ’équation tx’ = 2z est donnée par les fonctions

t* sit>0 0 sit>0
"”(t)'_{o sit<o x(t)‘_{ﬁ sit < 0.

3. L’ensemble des solutions de 1’équation (™ = 0 est I'espace k[t],, de polynomes
de degré au plus n — 1.

On rappelle qu’un sous-ensemble F' d’un espace vectoriel E est un sous-espace
affine 8’1l existe v; € F et un sous-espace vectoriel Fy de E tel que

F=uv + Fy:={v +v,ve F}.

L’espace Fj ne dépend pas du choix de v; et s’appelle I'espace directeur de F'. De
plus, la propriété est alors satisfaite pour tout v; € F'. La dimension de F' est celle
de Fy. L’exemple typique est une droite du plan ne passant pas nécessairement par
l'origine (qui est donc un espace affine de dimension un).

Corollaire 1.1.7 Si une équation différentielle linéaire posséde des solutions sur un
intervalle I, alors celles-ci forment sous-espace affine S de F(I,R) dont 'espace
directeur est 'espace Sy des solutions de I'équation différentielle homogeéne associée.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer le principe de superposition : si xy est solution
de &, alors les solutions de &£ sont les fonctions x1 + x ou x est solution de &. Pour
montrer cela, il suffit d’appliquer le principe de linéarité, d’abord avec g = g, go = 0
et A1 = Xy = 1, puis avec g1 = g = g, \;1 = 1 et Ay = —1 pour la réciproque. Les
détails sont laissés en exercice. [ |

Exemples 1. Pour résoudre ' = cos(t), on cherche d’abord la solution générale
z(t) = k avec k € R de 'équation (homogéne) =’ = 0 puis une solution
particuliére z((t) = sin(t) de I’équation 2’ = cos(t) et on ajoute les deux. Les
solutions de 2’/ = cos(t) sont donc les fonctions z(t) = sin(t) + k avec k € R.

2. Pour résoudre 2/ = x — 1, on cherche d’abord la solution générale z(t) = ke
avec k € R de 'équation (homogéne) x' = x puis une solution particuliére
zo(t) = 1 de I'équation 2’ = = — 1 et on ajoute les deux. Les solutions de
' = x — 1 sont donc les fonctions x(t) = 1 + ke® avec k € R.

Equations linéaires du premier ordre

Théoreme 1.2.1 Les solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne ex-
plicite du premier ordre ' = a(t)z sont les fonctions

x = keA®

ou k € R et A est une primitive (fixée) de a.

Démonstration. On pose y(t) = x(t)e=4® si bien que x(t) = y(t)e*®. On a donc

&y (t)=0
<y(t)=keR
& x(t) = ke kR |

Remarque Comme conséquence, on voit que ’ensemble S des solutions d’une
équation différentielle linéaire explicite du premier ordre est un espace de dimension
un.

On peut étre plus précis :

Proposition 1.2.2 Les solutions d’une équation différentielle linéaire explicite du
premier ordre 2’ = a(t)x + b(t) sont les fonctions

z(t) = C(t)ed®) 4 ke

ou k € R, A est une primitive (fixée) de a et C est une primitive (fixée) de b(t)e=4®.
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Démonstration. Par principe de superposition, il suffit de vérifier que la fonction
z(t) = C(t)e*® est solution de I'équation. On aura :

' (t) = b(t)e MWeA® 1 O(t)a(t)e™ = a(t)z(t) + b(t). [

Remarque En pratique, on n’applique pas la formule, on fait le changement de
variable z = yeA®) (variation de la constante), ce qui permet de trouver y(t) = C(t)+k
que l'on substitue afin d’obtenir z(t).

Exemple Résoudre
' = tan(t)x +sin(t) sur | —7/2,7/2].

On considére d’abord I'équation homogéne 2’ = tan(¢)z. Une primitive de tan(t) =

—i:;((?) est —In(cos(t)) et on trouve donc

l‘(t) — ke~ In(cos(t)) _ k
cos(t)

comme solution générale de I’équation homogéne. On fait ensuite varier la constante
en posant

Y
cos(t)’

Tr =

L’équation originale devient alors

Yy cos(t) + ysin(t) _ sin(t) y
cos?(t) cos(t) cos(t)

+ sin(t),

soit aprés simplification y' = sin(t) cos(t). On intégre pour trouver y(t) = 1 sin®(t)+k
si bien que

Lsin?(t) + k

#(t) =2 cos(t)

On déduit de la derniére proposition le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations linéaires (explicites) d’ordre un :

Corollaire 1.2.3 — Cauchy-Lipschitz. Il existe une unique solution au probléme
de Cauchy

() =a(t)r +b(t) et wz(ty) = ko.

Démonstration. Avec les notations de la proposition, il s’agit de résoudre C/(ty)eA®0) 4-
keAto) = ko pour trouver k = ke 40) — C(ty) et donc

£(t) = (C(1) — (C(to))e® + ke AO=AC0)), .
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Exemple Le probléme de Cauchy
' = tan(t)x +sin(t) et x(0) =1

1sin®(t) + 1

a pour solution z(t) = 0
cos

On dispose aussi d’une méthode de variation de la constante (plus compliquée)
pour les équations d’ordre deux :

Proposition 1.2.4 — Variation de la constante. Supposons que x; et x5 sont deux
solutions linéairement indépendantes de I’équation homogéne associée a

(&) alt)x” +b(t)x' +c(t)x = g(t).
Soient uq,us : I — R deux fonctions dérivables telles que

ULT] + UsZo = T
iz + uhze = 0.

Alors, ’équation originale est équivalente &

urth + uph = g(t)/alt)

sur tout intervalle ou a ne s’annule pas.

Démonstration. On calcule
' = (urmy + usxs) = ulxy + uix + uhxe + uswh = uy x| + usl,
puis
" = (] + ugry)' = uix] + uix + ubay + usxly
et on remplace dans 1’équation en utilisant le fait que
a(t)x] + b(t)x] + c(t)xr = a(t)zy + b(t)xy + c(t)za =0
pour obtenir
alt) (), + ) = g(b). .
Remarque En pratique, on résout le systéme

ui ) +upry = g(t)/alt), '

on integre u’l et u), et on fait x = uyxy + usxy. On peut avantageusement écrire le
systéme (1.6) sous forme matricielle

T To uy | ] 0
xy uh | % ’
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Exemple Résoudre
'+ r=—— sur |—7w/2,7/2

L’équation homogeéne z”+x = 0 a pour solutions z(t) = k cos(t)+Isin(t) avec k,l € R
(voir plus loin). On cherche donc des solutions de la forme x(t) = u(t) cos(t)+v(t) sin(¢)
(variation des constantes) et on considére pour cela le systéme

{ W cos(t) + v sin(t) = 0

—u'sin(t) + v’ cos(t) = -

On aura
v' = sin(t) (v cos(t) + v' sin(t)) + cos(t)(—u'sin(t) + v cos(t)) = 1,
si bien que v(t) =t 4 {. On en déduit aussi que
,__sin(t)
cos(t)
et donc u(t) = In(cos(t)) + k. Donc finalement :

x(t) = u(t) cos(t) + v(t) sin(t) = In(cos(t)) cos(t) + tsin(t) + k cos(t) + I sin(t).
Remarque Une équation de Bernoull:
a(t)z’ +b(t)x + c(t)z* =0

avec a # 1 se raméne & une équation linéaire par le changement de variable y = z172.

En pratique, on divise ’équation par x“.

Exemple Résoudre 32’ + 2% = 2. Soit z une fonction dérivable qui ne s’annule

pas. On fait le changement de variable y = 1/2? (si bien que y' = —32'/z*) et on a
donc
SZL'/ t2 Sy/ ?)y 3
'y + 2t =tPr o l=—&— l=tyey =-—"+
+ x4 + a3 3 * vy t * t3
(et t # 0). La solution générale de 1’équation homogéne y' = —373/ est
k
t) =ke 3l = —_ L eR,

et quitte a changer k en —k si ¢t < 0, on peut écrire y(t) = k/t* avec k € R. On fait
ensuite le changement de variable y = 2/t (variation de la constante). On aura

3y 3 2 3z 3z 3

/ /
=2 el o LS n S =3s () =3t +k

R R R R TR ®)
Il n’y a plus qu’a rappeler que y = z/t3 si bien que x = {/1/y = t//z et changer la
constante en posant k = —3c pour trouver

t
r(t) = ——, c€R.
v/ 3(t — ¢)

On vérifie aisément que cette fonction est bien solution sur | — 0o, ¢ et ]¢, +00[. On
remarque que la fonction nulle est aussi solution et il faudrait montrer qu’il n’y en a
pas d’autre (mais c’est toujours difficile).
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Remarque Une équation de Riccati
a(t)z’ +b(t)x + c(t)z® +d(t) =0

se rameéne a une équation de Bernoulli (avec av = 2) dés que 'on connait une solution
particuliére x : on fait le changement de variable y = x — x.

Exemple Résoudre t32’ + t?x + 2% + 2t* = 0 sachant que z(t) = —t? est solution.
On fait le changement de variable y = x + t2 (si bien que 3 = 2/ + 2t). On a donc

Bt e+ 2 =0 B2 —2) + 2y —t) + (y— ) +2t' =0
&ty — Py +y* = 0.

C’est une équation de Bernoulli et on fait le changement de variable z = 1/y (si bien

que 2’ = —y'/y?) pour trouver les solutions qui ne s’annulent pas :
3,0 _ 42 2 _ ty _ 3.0 42 _ A
'y —t'y+y  =0& ——4+1=0& -tz —-tz24+1=02+-——==0
vy t

(et ¢ # 0). L’équation homogene 2’ 4+ 2 = 0 a pour solution générale z(t) = ke~ "I =

k/|t| et en fait peut écrire z(t) = k/t quitte & changer k en —k. On fait alors varier
la constante en posant z = u/t si bien que

, oz 1 uoouw w1 , 1 1
Y+ =0 ——-—S+--——=08u==ult)=—+k
+ t 3 t 12 + 213 t? (®) +
On a plus qu’a remplacer successivement pour trouver
kt —1 t2 t2
z2(t) = t) = et z(t) = —t*
(1) === v =1 (t) N
avec la condition ¢ # 1/k, ainsi que la solution originale z(t) = —t* qui correspond

au cas ou y est partout nulle.

Equations a coefficients constants

On rappelle qu'une fonction complexe d’une variable réelle est une application
f: 1 — Coul est un intervalle de R (ou plus généralement une partie de R). On peut
alors considérer la fonction conjuguée f ainsi que les parties réelles et imaginaires de
f (qui sont des fonctions réelles) et on a

¥

La fonction f est continue sur I si pour tout ty € I, on a

Il
£,

|
[~

R
Re(f) — i Im(f) Im(f) = 5L,

e(f)+ilm(f) {Re<f>=f+

lim |£(t) — £(to)] = 0.

t—to



1.3 Equations & coefficients constants 19

On rappelle que si f, g : I — C sont deux fonctions continues, alors f 4 g et fg aussi.
La fonction f est dérivable sur I si elle posséde une dérivée ' : I — C, c’est une
fonction qui satisfait

Vto € I, lim 1) — f(to)

t—to t— 1o

— f'(to)| = 0.

On rappelle que si f, g : I — C sont deux fonctions dérivables, alors f + g et fg aussi
et que

(f+9) =f+g et (fg)=fg+/fg.
On a aussi
ff=0e3keC, f=k

(f est constante sur I). Enfin, on peut aussi définir par récurrence la dérivée f™ de
f alordre n € N.

Exemple Rappelons que la fonction complexe f : ¢t — e avec A € C est définie par
eM = e cos(Bt) + ie™ cos(ft)

si A = a+ 18 avec o, € R. Montrons que f est infiniment dérivable et que
fM(t) = Amel.

Démonstration. Par récurrence sur n, il suffit de traiter le cas n = 1. On a alors

(eM) = (e cos(Bt) + ie® sin(Bt))’
= e (avcos(Bt) — Bsin(ft) + ie™ (asin(Bt) + S cos(t))
e (a +1if3)(cos(Bt) + isin(St)
e "

On ne considérera ici que des équations différentielles complexes (linéaires) a
coefficients constants.

Définition 1.3.1 Une équation différentielle complexe a coefficients constants est
une égalité de la forme

(&) ana™(t) + -+ ara'(t) + aoa(t) = g(t)

ou ag,...,a, € C et g est une fonction complexe continue sur un intervalle [.
L’équation différentielle est homogéne si g = 0. En général, [’équation différentielle
homogeéne associée est I’équation

(&) anz™(t) + -+ a1’ (t) + apz(t) = 0.

Une solution est une fonction complexe n fois dérivable sur I qui satisfait 1’égalité.
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Remarques 1. Le principe de linéarité s’applique ici aussi (cas complexe) ainsi
que ses corollaires. Plus généralement, tous les résultats obtenus sur les équations
réelles restent valides avec des équations complexes. Attention cependant que,
méme lorsqu’on considére des équations complexes, on se limite au cas d’une
variable réelle.

2. La théorie s’applique en particulier lorsque ag, ..., a, € R et g est une fonction
réelle mais nous allons alors trouver toutes les solutions complexes et pas
seulement les solutions réelles.

3. Plus généralement, lorsque ay, ..., a, € R mais que g est une fonction complexe,
alors les solutions réelles de

anz™(t) + - - - + a2’ (t) + apx(t) = Re(g)(t)

sont les parties réelles des solutions complexes (principe de linéarité) de ().
Idem avec les parties imaginaires.

Exemples 1. L’équation 2’ = e a pour solution z(t) = —ie™ + k avec k € C.
2. L’équation 2’ = i(z + 1) a pour solution z(t) = ke — 1 avec k € C.

Proposition 1.3.2 Si a,b € C avec a # 0 et A := —b/a, alors I’équation différentielle
homogéne d’ordre un

(&) az'+bx=0

a pour solutions les ke avec k € C.

Démonstration. On fait le changement de variables z = ye*!, ce qui fournit I’équation
ay + (aX 4+ b)y = 0. Comme aX +b = 0 et a # 0, on trouve y' = 0, c’est a dire
y=FkeC. [ |

Proposition 1.3.3 Soient a,b € C avec a # 0, r € C et p € C[t] avec deg(p) < n.
L’équation

(&) ax’ +bx = p(t)e"

a une solution de la forme
1. z(t) = P(t)e" sir # \:= —b/a,
2. z(t) =tP(t)e" sir =\,

avec P € C[t] et deg(P) < n.

Démonstration. On suppose d’abord que 7 = 0 si bien que ’équation s’écrit
ax’ + bx = p(t).

Supposons pour linstant que b # 0. Puisque deg(p) < n, on peut écrire p =
ct™ + dt" ! + s(t) avec deg(s) < n — 2. Don, si on pose ¢(t) := (d — n%)t" ! + s(t),
on a

ac
p(t) = ct™ + n?t”‘l + q(t)
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avec deg(q) < n — 1. Par récurrence sur n, I’équation ax’ + bx = ¢(t) a une solution
de la forme Q(t) avec deg(Q) < n — 1. Il suffit alors de poser P(t) = £t" + Q(t). On
aura bien

aP'(t) + bP(t) = angt”_l FaQ (t) bt 1 Q1) = et + n Sy q(t) = p(t).

b b

Lorsque b = 0, on procéde maniére analogue. L’équation devient az’ = p(t) avec
p = ct™ + ¢, on peut supposer ¢ = 0 et on pose P(t) = @ +1) —<—1". On verlﬁe

Dans le cas général, on fait le changement de variable x = ye™ et I’équation
devient

ay’ + (ar +b)y = p(t).

Il suffit alors d’appliquer le cas précédent avec b remplacé par ar + b. [ |

Corollaire 1.3.4 Soient a,b € Raveca # 0,7,0 € Ret p, q € R[t] avec deg(p), deg(q) <
n. L’équation

(&) ax' + bx = p(t)e" cos(0t) + q(t)e" sin(6t)

a une solution de la forme
1. x(t) = P(t)e™ cos(0t)+Q(t)e™ sin(0t) avec P, Q € R[t] et deg(P), deg(Q) < n
sir#X:=—b/aoub+#0,
2. x(t) =tP(t)e™ avec P € R[t] et deg(P) <nsif=0etr =\

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
p(t)e™ cos(Bt) + q(t)e™ sin(ft) = Re((p(t) — iq(t))e" ). [
Exemples 1. Résoudre 2’ + x = t cos(t). On pose
z(t) = (a + bt) cos(t) + (¢ + dt) sin(t)
et notre équation devient

beos(t) — (a + bt)sin(t) + dsin(t) + (¢ + dt) cos(t)
+ (a + bt) cos(t) + (¢ + dt) sin(t) = t cos(t)

et on doit donc résoudre le systéme

b+c+a=0
d+b=1
—a+d+c=0
—b+d=0.

On trouve b=d =1/2, ¢ = —1/2 et et a = 0 si bien que

z(t) = %t cos(t) + %(—1 + ) sin(t) + ke™".
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2. Résoudre 2’ + x = te'. On pose
z(t) = (a + bt)e"
(avec a,b € C maintenant) et notre équation devient
be" +i(a+ bt)e” + (a + bt)e" = te
et on doit donc résoudre le systéme

(I14+4da+b=0
{ (1+i)b=1

On trouve b = (1 —4)/2 puis @ = i/2 si bien que

2(t) = %(z + (1= i)t)e + ket

On pourra remarquer qu’en considérant la partie réelle, on retrouve l'exemple
précédent.
3. Résoudre 2’ — z = te!. On pose

z(t) = t(a + bt)e',
et notre équation devient
(a+2bt)e" +t(a+ bt)e' —t(a+ bt)e' = te'
et on doit donc résoudre le systéme
{ a=0
2b=1.
On trouve a = 0 et b = 1/2. On obtient donc

1
x(t) = §t2et + ke'.

Définition 1.3.5 L’équation caractéristique de ’équation différentielle d’ordre deux
a coefficients constants

(&) ax” +bx' +cx = g(t)

est I'équation aA\? + b\ + ¢ = 0.

Proposition 1.3.6 Soient a,b,c € C avec a # 0, et A\, u les racines de ’équation
caractéristique de I’équation différentielle homogéne

(&) az" + bz’ +cx =0.

Alors, les solutions de & sont
1. z(t) = ke + le#t avec k,l € C si X # p,
2. x(t) = keM + lte* avec k,l € Csi A = p.
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Démonstration. On fait le changement de variables x = ye* et I’équation devient
ay” + (2a\ + b)y' + (aX?* + bA + c)y = 0.

Puisque a\? + b\ + ¢ =0 et A + u = —b/a, 'équation se simplifie en
ay’ +a(A—p)y =0

et on peut appliquer la proposition 1.3.2 qui nous donne v/ = me~Y* avec m € C. Si
A\ # p, on trouve donc y = le" Nt + k avec k,I € C et finalement x(t) = ke + let.
Lorsque A\ = pu, on trouve y = It + k avec k,[ € C et donc z(t) = ke + [teM. [ |

Corollaire 1.3.7 Soient a,b,c € R avec a # 0 et A\, u les racines de ’équation
caractéristique de

(&) ax’ +bx' +cx=0.

Les solutions de (&) sont
1. z(t) = ke + et avec k,l € Rsi A\, € Ret X\ # p,
2. z(t) = ke* + lteM avec k,l € Rsi A = u €R,
3. x(t) = ke cos(Bt) + le* sin(ft) avec k,l € Rsi A = a+iff avec a, f € R et
B #0.

Démonstration. Seul le dernier cas mérite une explication mais il suffit de faire le
changement de base de {e*, eM} vers {e® cos(Bt), e sin(8t)}. En d’autres termes,
on passe de I’écriture exponentielle a I’écriture trigonométrique :

ke + 1M = k(e cos(Bt) + ie® sin(Bt)) + (e cos(Bt) — ie® sin(St))
= k'e® cos(Bt) + I'e™ sin(Bt)).
avec k' =k+1letl = (k—1)i. |

Remarques 1. Comme conséquence, on voit que ’ensemble des solutions d’une
équation différentielle d’ordre deux & coefficients constants est un espace de
dimension deux.

2. Comme autre conséquence, on obtient aussi un théoréme de Cauchy-Lipschitz
pour les équations différentielles (explicites) a coefficients constants d’ordre
deux (unicité de la solution et existence dans le cas homogeéne).

Exemple 1. L’équation 2" — z = 0 a pour solutions les kel + le™.

2. L’équation 2" — 22’ + z = 0 a pour solutions les ket + Ite™.
3. L’équation z” +z = 0 a pour solutions les k cos(t) +Isin(t) (ou bien ke’ + e~

sur C).

Proposition 1.3.8 Soient a,b,c € C avec a # 0, r € C et p € C[t] avec deg(p) < n.
Alors, ’équation différentielle

(&) ax” +bax' + cx = p(t)e™.

a une solution de la forme
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1. z(t) = P(t)e™ si r n’est pas solution de 1’équation caractéristique,
2. xz(t) = tP(t)e" si r est racine simple,
3. x(t) = t?P(t)e"™ si r est racine double,

avec P € C[t] et deg(P) < n.

Démonstration. Désignons par A, i les solutions de I’équation caractéristique. On
fait le changement de variables z = ye' et I’équation devient

(&) ay’ +a\ — p)y = p(t)e M

On utilise alors la proposition 1.3.3.
1. Sir # A, pu, il existe une solution avec y'(t) = Q(t)e™V! puis y(t) = P(t)e" V!
et donc z(t) = P(t)e".
2. Sir = XA # p, il existe une solution avec 3'(t) = Q(t)e™M* si bien que
y(t) = tP(t)e" M et donc x(t) = tP(t)e™.
3. Sir =)=y, il existe une solution avec y'(t) = tQ(t)e"~V* si bien que y(t) =
t2P(t)e"=V! (argument supplémentaire nécessaire ici) et donc x(t) = t2P(t)e™.
[

Proposition 1.3.9 Soient a,b,c € R avec a # 0, r,60 € R et p,q € R[t] avec
deg(p), deg(q) < n. Alors, I’équation différentielle

(&) az” +bx’ + cx = p(t)e™ cos(Ot) + q(t)e" sin(Ot).

a une solution de la forme
1. x(t) = P(t)e™ cos(t)+Q(t)e™ sin(6t) avec P, Q € R[t] et deg(P,) deg(Q) < n
si r 4 160 n’est pas solution de I’équation caractéristique,
2. x(t) = tP(t)e" cos(0t)+tQ(t)e™ sin(6t) avec P, Q € R[t] et deg(P), deg(Q) <
n si r + i est racine simple,
3. z(t) = t?P(t)e™ avec P € R[t] et deg(P) < n si § =0 et r est racine double.

Démonstration. La encore, il suffit de regarder les parties réelles. [ |

Exemples 1. L’équation z” — x = cos(t) a une solution de la forme z(t) =
a cos(t) + bsin(t). Pour la trouver, on remplace dans I’équation :

—acos(t) — bsin(t) — acos(t) — bsin(t) = cos(t),
ce qui nous ameéne au systéme
{ —2a=1
—2b=0.
et on trouve donc z(t) = —1 cos(t).

2. L’équation 2" 4+ x = cos(t) a une solution de la forme x(t) = at cos(t) + bt sin(t).
Pour la trouver, on remplace dans 1’équation :

—2asin(t) — at cos(t) + 2bcos(t) — bt sin(t) + at cos(t) + bt sin(t) = cos(t),
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ce qui nous amene au systéme
20 =1
—2a = 0.
1

et on trouve donc z(t) = 5tsin(z).

3. L’équation 2" — 2z’ + x = te' a une solution de la forme z(t) = t*(a + bt)e’.
Pour la trouver, on calcule

7' (t) = (2at + 3bt*)e' + t*(a + bt)e'
et
2" (t) = (2a + 6bt)e’ + (2at + 3bt*)e’ + t*(a + bt)e"
Ensuite, on remplace dans I’équation (et on simplifie par €') :
(2a+6bt) +2(2at +3bt%) +t*(a+bt) — 2((2at +3bt%) + 12 (a+bt)) —t*(a+bt) = t,
ce qui nous amene au systeme

20 =0

6b+4a —4a =1
6b+a—6b—a=0
b—b=0

et on trouve donc x(t) = +t3¢'.
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Exercices

Ces exercices sont pour I’essentiel issus du site exo7.

Exercice 1.1 Chercher une solution simple mais non nulle de I’équation différen-
tielle ' = 2z. Méme question avec 2" = —x, 2" + cos(2t) = 0 et ta” = 2.

Solution Si z = €%, on a 2’ = 2¢* = 2.
Si z = cos(t), on a 2’ = —sin(t) et 2" = —cos(t) = —x.
Siz = 1 cos(2t), on a 2’ = —3sin(2t) et " + cos(2t) = — cos(2t) + cos(2t) = 0.
Siz=1,onaz' =0et 2" =0et donc tz’ =0 =2z".

| Exercice 1.2 Résoudre 1'équation & variables séparées z'z? = t. Méme technique

1
avec ' = xn(t) et ' = —, n > 1.
xn

Solution Onax’x2:t<:>%x3:%t2+k,k€R<:>x: W%ﬂ—l—c,ceR.

Si z ne s’annule pas, alors

/

¢ =z(t) & L =In(t) & Injz|=tln(t) —t+c,c€R
T

& |r|=ete ceRer=Kte"!, K €R

Enfin il résulte du théoréeme de Cauchy-Lipschitz que si z s’annule quelque-part,
alors elle s’annule partout.
Pour la derniére, on remarque d’abord qu’une solution ne peut pas s’annuler et
on a alors
, 1

1
== =1 2" =t4+kkeR.
T n+1

Si n est pair, on trouve x = "%/(n+ 1)(t — ¢),c € R sur | — 0o, ¢ ou sur e, +00|. Si

n est impair, on trouve seulement x = + "{/(n + 1)(t — ¢), ¢ € R sur |¢, +00.

Exercice 1.3 Soit I'équation ' = z(1 — ). Montrer que si = est une solution non
nulle de cette équation alors y = 2z n’est pas solution.

Solution En effet, on aura ¢y = 22’ = 22(1 — z) et y(1 —y) = 22(1 — 2x) si bien
quey =y(l—y) e 22(1—2)=22(1-22) 22 =0z =0.

Exercice 1.4 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1. o' + 2z =2,
2. 2/ + 2 = 2sin(t),
3.2 —x=(t+ 1),
4. 7' +x =1t —e' + cos(t).
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Solution On cherche a chaque fois une solution qui a la « méme forme » que le
second membre.

Si z := at® + bt + ¢ et qu'on remplace dans ’équation 1), on trouve (2at +
b) + 2(at? + bt + ¢) = t? ou encore 2at* + 2(a + b)t + b + 2¢) = t* si bien que
a=1/2,b=—1/2,¢c=1/4. Comme e % est solution de I’équation homogene, on
trouve la solution générale
1 1, 1
=_t’—-t+-+Ke > K €eR.
x 5 5 + 1 + Ke 7,

Siz = acos(t)+bsin(t) et qu’on remplace dans I’équation 2), on trouve —a sin(t)+
beos(t) + acos(t) + bsin(t) = 2sin(t), ce qui fournit a +b =0 et —a+b =2, c’est a
dire a = —1 et b = 1. Comme e~ ! est solution de 1’équation homogéne, on trouve la
solution générale

x = —cos(t) +sin(t) + Ke ", K €R.

Si z := (at® + bt)e' et qu'on remplace dans 'équation 3), on trouve (2at + b)e’ +
(at* + bt)e' — (at® + bt)e' = (t + 1)e, ce qui fournit 2a = 1 et b = 1 si bien que
a= % et b = 1. Comme e’ est solution de I’équation homogéne, on trouve la solution
générale

1
T = <§t2+t+K> e/, K €R.

Pour I’équation 4), on traite les trois termes du second membre séparément et on
ajoute tout a la fin. Siz =at+b,onax’'+x=t< a+at+b=tsibien que a =1
etb=—letdoncax=t—1.Sixz=uae,onaa +x=c < ae + ae’ = e si bien
que a = 1/2 et donc « = 3¢’. Enfin, Si x = acos(t) + bsin(t), on a 2’ + 2 = cos(t) <
—asin(t) + bcos(t) + acos(t) + bsin(t) = cos(t) si bien que a+b=1et b—a =0 ou

1 1

encore a = b = 1/2 si bien que z = 3 cos(t) + 3 sin(t). Finalement,

1 1 1
r=t—1- §et+ Ecos(t) —|—§sin(t) + Ke 'K €R.

Exercice 1.5 Déterminer toutes les fonctions dérivables f : [0, 1] — R telles que
Vo€ [0,1],  f(x) + f(z) = £(0) + £(1).

Solution On résout d’abord I’équation différentielle f'+ f = ¢ avec ¢ € R. C’est une
équation différentielle linéaire du premier ordre et f = ¢ est une solution évidente.
La solution générale est donc f = Ke™ + ¢ avec K € R. Mais on veut aussi
que ¢ = f(0) + f(1), ce quon traduit par ¢ = (K + ¢) + (K/e + ¢). On en tire
¢c=—(14+1/e)K et donc finalement f(z) = K(e7* — 1 —1/e) avec K € R.

Exercice 1.6 1. Résoudre I'équation différentielle 2’ 4+ x1In(2) = 0. Tracer les
courbes intégrales. Trouver la solution vérifiant (1) = 1.
2. Mémes questions avec 2z + 3z =5 et 2(0) = —3.

3. Mémes questions avec 2tz’ +x =1 et 2(1) = 2.
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FIGURE 1.6 — Courbes intégrales de 2’ + 2 In(2) =0

3 A

| 4. Mémes questions avec ta’ —z =t et (1) = 2.

Solution L’équation 2’ + zIn(2) = 0 est une équation linéaire homogéne de rang
un qui a pour solution générale z = Ke t"() = 2_15 On peut alors tracer les courbes
intégrales (figure 1.6).

Pour trouver la solution qui satisfait z(1) = %, on résout
Kzlsibienquex:%.

L’équation linéaire de rang un 22’ + 3z = 5 a pour solution évidente la constante
r = % et I’équation homogéne associée 2z’ 4+ 3x a pour solution générale x = K et

K

5T = % et on trouve

On en déduit que I’équation 22’ 4+ 3z = 5 a pour solution générale r = g + Ke 3t
ainsi que les courbes intégrales (figure 1.7) et la solution x = g — 2¢7 3t telle que
z(0) = —3.
On considére I'équation 2tz’ + x = 0. Sur un intervalle ne contenant pas 1’ori-
1

. ) . .. < . . .
gine, cette équation est équivalente a 2’ = —g5x qui a pour solution générale

v = Ke ™12 = K/,/|t|. La seule autre solution est est la solution nulle. L’équation
2t + x = 1 a pour solution évidente la constante x = 1 et donc pour solution
générale x = 1+ K/4/|t| (sur tout intervalle ou elle est définie). On en déduit les

courbes intégrales (figure 1.8) et la solution x = 1 + \/g qui satisfait z(1) = 2.
L’équation tz’ — x = 0 a une solution évidente x = t et 1'équation ta’ —z = t* a
aussi une solution presque évidente x = t* (au pire, on fait varier la constante en
posant x = yt). On en déduit que la solution générale de I’équation est x = t* + Kt,
les courbes intégrales (figure 1.9) ainsi que la solution z = #? + ¢ telle que z(1) = 2.

Exercice 1.7 1. Résoudre l'équation différentielle (£2 + 1)z’ + 2tx = 3t* + 1 sur
R. Tracer les courbes intégrales. Trouver la solution vérifiant x(0) = 3.
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FIGURE 1.7 — Courbes intégrales de 22" + 3z =5
A

Y

FIGURE 1.8 — Courbes intégrales de 2t2’ + o =1
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FIGURE 1.9 — Courbes intégrales de tz’ — t = t?
3 A

I 2. Meémes questions avec 2’sin(t) — z cos(t) + 1 = 0 sur |0, 7| et z(F) = 1.

_%v I’équation linéaire homo-
gene de rang un (£2 + 1)’ 4+ 2tz = 0 a pour solution générale z = Ke~ M+ = -
On cherche maintenant une solution polynomiale (on pourrait aussi faire varier la
constante) pour I'équation (% + 1)a’ + 2tz = 3t> + 1 et on essaie avec x = at + b.
L’équation devient (#* 4+ 1) x a + 2t(at + b) = 3t* + 1 qui donne le systéme 3a = 3
et a +2b =1 si bien que a = 1 et b = 0. La solution générale de notre équation
est donc x =t + % et on peut tracer les courbes intégrales (figure 1.10). On voit
immeédiatement que la solution pour laquelle x(0) = 3 est donnée par z = ¢ + %

L’équation homogéne z’sin(t) — x cos(t) = 0 a pour solution évidente sin(t) et
I'équation 2’ sin(t) —x cos(t) +1 = 0 a pour solution évidente cos(t). On en déduit que
la solution générale est = = cos(t) + K sin(t) et on peut tracer les courbes intégrales

Solution Puisque —In(#* + 1) est une primitive de

(figure 1.11). Pour trouver la solution telle que (%) = 1, on résout 1 = \/75 + K\/TE si
bien que K = /2 — 1 et on trouve donc = = cos(t) + (v/2 — 1) sin(t).

Exercice 1.8 Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une
solution particuliére par la méthode de variation de la constante :

1. o/ — 2tz = 3te?”,

2. 1’ + 2z = sin(3t)e" 2.

Solution L’équation homogene 2’ —2tx = 0 a pour solution générale x = K et Sion
pose z = ye”, I'équation 2’ — 2tz = 3te!” devient donc y'e’” + 2tye’” — 2tye’” = 3te”
et on doit donc résoudre y = 3t qui donne y = %tQ + k si bien que finalement
T = %tZGtQ + ket”.
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FIGURE 1.10 — Courbes intégrales de (2 + 1)z’ + 2tz = 3t> + 1

3 A

FIGURE 1.11 — Courbes intégrales de x’sin(t) — z cos(t) +1 =0

3 A
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L’équation homogéne 2’ + 2z = 0 a pour solution générale x = Ke~2!. Si on pose
© = ye 2 équation 2/ — 2tz = sin(3t)e 2 devient donc /e 2 — 2yet” + 2ye!” =
sin(3t)e~? et on doit donc résoudre ¢ = sin(3t) qui donne y = —3 cos(t) + k si bien

que finalement z = —3 cos(t)e™ + ke %,

Exercice 1.9 Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une
solution particuliére par la méthode de variation de la constante :

L2’ — (2t — 3} 2 =1sur |0, +oo],

2. o' —x =tFe! sur R avec k € N,

3. t(141In%(t))2’ + 2In(t)z = 1 sur |0, +-o0].

Solution L’équation homogéne x' = (2t — %) x a pour solution générale r =
2_ 2. 2, . . . .
Ket'~n(t) = K% Si on pose ¥ = ¥~ I'équation originale devient donc

(e — 2yet )t — ye 1\ yet’
t2 ~ (ot - - -

Cest a dire i/t — 2%y — y — (21> — 1)y = t?¢ " et finalement ¢y = te™". On aura
2 2
donc y = —Lle” + K et ainsi v = (—le ¥ + K)9 = —L + K.
Pour I’équation 2’ — x = t*e!, on fait varier la constante et on pose donc x = ye'.
L’équation devient (y'e! + ye!) — ye! = tFel, c’est a dire ¢/ = t*. On trouve donc
y = gttt 4+ K, cest a dire © = Frth el + Kel

On cherche d’abord une primitive de —%

de variable u = In(t) si bien que du = 4 et donc

/—%n—(t)dt:/—Q—udt:—ln(l+u2)+c.
t( 1+

1+ In2(t)) 2

. Pour cela, on fait le changement

La solution générale de I’équation homogéne #(1 4 In*(¢))2’ + 2In(t)z = 0 sera donc

K K

z = Ke n+u?) — = )
I+u?  141n%()

On fait ensuite varier la constante et on pose donc x = #Q(t) L’équation t(1 +
In*(t))z’ + 21In(t)z = 1 devient donc
y'(1+In*(t)) — 2yIn(t) /¢ y
t(1 4 In?(t +2In(t) ——— =1,
(1 wie) (L At s

c’est a dire ty’ = 1 si bien que 3y = 1/t et y = In(¢) + K. Finalement, la solution
générale de notre équation est
In(t) + K
r=—"—.
1+ In?(t)
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FIGURE 1.12 — Courbe intégrale de 2’ — e'e” = a,z(0) =0
3 A

VY

3+

Exercice 1.10 On considére I'équation différentielle 2’ — e'e® = a. Déterminer ses
solutions en précisant soigneusement leurs intervalles de définition pour a = 0 et
pour a = —1 (faire alors le changement de variable y = x + t). Dans chacun des
cas, construire la courbe intégrale qui passe par l'origine.

Solution Pour a = 0, on trouve une équation a variable séparée e %z’ = —e' que
I'on intégre pour trouver e~ = —e' + k. Nécessairement k > 0 et donc k = e¢ avec
¢ € R. On trouve donc x = —In(e® — ¢€') sur | — oo, ¢[. On résout z(0) = 0 pour
trouver In(e®—1) = 0 et donc ¢ = In(2) et on peut tracer le graphe de z = —In(2—¢€?)
(figure 1.12).

Lorsque a = —1, on fait le changement de variable y = x 4t et I’équation devient
(v — 1) —e'e?" = —1 qui se sépare en —e Yy = —1. On intégre pour trouver
eV =—t+cetdoncy= —In(c—1t)sibien que x = —t —In(c —t) sur | — oo, ¢[ avec

¢ € R. On résout x(0) = 0 pour trouver In(c) = 0 et donc ¢ = 1 et on peut tracer le
graphe de © = —t — In(1 — ¢t) (figure 1.13).

Exercice 1.11 Pour les équations différentielles suivantes, trouver les solutions
définies sur R tout entier :

1. 22’ — 2 =0,

2. tr' +x—1=0.

Solution On traite la premiére question. On trouve x = K e~i avec K € R sur tout
intervalle I ne contenant pas 0. Les candidats pour les solutions sur R sont donc les
fonctions de la forme
K +€_% sit>0
z(t) =4q ¢ sit=0
K.ei sit<0
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FIGURE 1.13 — Courbe intégrale de 2’ — e'e” = —1,2(0) = 0

3 A

VY

avec K, K_,c € R. La condition pour que x soit continue s’écrit

lim K+e*% =c= limK,e*%,
t30 t50
ce qui signifie que ¢ = 0 et K_ = 0. La condition pour que z soit dérivable? s’écrit
alors
1
K,e ¢
lim ——— = 0.
t30

Cette condition est toujours satisfaite. On en conclut que les solutions définies sur R
tout entier sont les fonctions

z(t) =

Ke i sit>0
0 sit<0

avec K € R (on vérifie que 'équation et bien satisfaite si t = 0).

Exercice 1.12 Résoudre
1. 2" =32’ + 22 =0,
2. 2"+ 22"+ 22 =0,
3. 2" =22 +x =0,
4. 2" 4+ x = 2cos?(t).

3. On pourrait regrouper les deux conditions en une seule puisqu’une fonction dérivable est
toujours continue.



1.4 Exercices 35

Solution On traite la derniére question. On sait déja que les solutions de 1’équation
homogeénes sont les x = kcos(t) + Isin(t) avec k,l € R. On peut alors utiliser la
méthode de variation de la constante ou remarquer plus simplement que 2 cos?(t) =
1 + cos(2t). L’équation z” + x = 1 a pour solution évidente x = 1 et I’équation
x4+ x = cos(2t) a une solution de la forme x = a cos(2t) + bsin(2t). On dérive deux
fois pour trouver &’ = —2asin(2t) + 2bcos(2t) puis z” = —4a cos(2t) — 4bsin(2t). On
doit donc résoudre

(—4acos(2t) — 4bsin(2t)) 4+ a cos(2t) + bsin(2t) = cos(2t).

On trouve donc b =0 et a = —1/3. Pour finir notre équation a donc pour solution
générale
1 ) 4 2 .
r=1- 3 cos(2t) + kcos(t) + Isin(t) (= 3~ gcos (t) + Kk cos(t) + Lsin(t)
avec k,l € R.

Exercice 1.13 1. Résoudre I'équation différentielle 2” + w?z = 0 avec w € Rx.
Trouver la solution vérifiant z(0) = 2/(0) = 1. Tracer la courbe intégrale.
Résoudre I'équation différentielle x” + w?r = sin(wt).

2. Mémes questions avec ’équation homogene z” + 2’ — 6z = 0, les conditions
initiales 2(—1) = 1 et 2/(—1) = 0 et 'équation 2" + 2’ — 62 = €’

3. Mémes questions avec I'’équation homogene 22" — 22" + 7 = 0, la condition
| limy_, oo 2(t)| < +00 et 'équation 22" — 22" + § =1 — 1.

Solution Traitons la troisiéme question. Le polynéme caractéristique 2A% — 2\ + %

se factorise sous la forme 2(\ — 1)? (identité remarquable). On en déduit la forme

2
générale de la solution de I’équation homogéne x = kez + lte? avec k,l € R. La seule

solution ayant une limite finie & I'infini est la fonction nulle. On cherche maintenant
une solution particuliére de la forme x = at + b pour I'équation 22" — 22" + 5 =t —1
qui devient alors 0 — 2a + %(at +b) =t — 1 si bien que a = 2 et b = 6. La solution

générale est donc x = 2t + 6 + ke + lte? avec k,[ € R.

Exercice 1.14 On considére I'équation 2" —4x’'+4z = d(t). Résoudre I’équation ho-
mogeéne associée puis trouver une solution particuliére lorsque d(t) = e* et lorsque
d(t) = e~2!. Donner la forme générale des solutions lorsque d(t) = 2 cosh(2t).

Solution L’équation caractéristique est A> — 4\ +4 = 0 qui a pour solution double
A = 2. L’équation homogéne a donc pour solution générale x = ke? + Ite?. Pour
trouver une solution particuliére & I’équation z” — 42’ 4+ 42 = e*, on pose x = at’e*
si bien que ' = (2at + 2at?)e? et 2’ = (2a + 4at + 2(2at + 2at?))e?. On doit donc
résoudre

(2a + 4at + 2(2at + 2at?))e* — 4(2at + 2at?)e* + 4at?e® = e*,

ce qui se simplifie en 2a = 1 si bien que la solution est = $t%¢*. Pour trouver une
solution particuliére a I’équation z” — 42’ + 42 = e~ 2!, c’est un peu plus simple :
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on pose x = ae~? si bien que 2’ = —2ate 2" et 2" = 4ae~?. On doit donc résoudre
dae™? + 8ae™ + 4ate " = e~ si bien que a = 7z et donc x = {-e~*. Finalement,
on a 2cosh(2t) = e* + e2 et, par linéarité, I'équation 2 — 4z’ + 4z = 2 cosh(2t) a

donc pour solution générale

1 1
T = §t262t + Ee_% + ke® + It

avec k,l € R.

| Exercice 1.15 Résoudre sur |0, 7] 'équation différentielle 2 + z = cot(t).

Solution L’équation homogeéne a pour solution générale x = k cos(t) + Isin(t) et
on fait varier les constantes en posant x = u cos(t) + vsin(¢). On rappelle que par

définition, cot(t) = :f((:)) et on veut résoudre le systéme

{ u cos(t) + v sm(t) =0
—u’sin(t) + v’ cos(t) = cot(t)

qui est équivalent a

{ v = —u/ cot(t)
—u/(sin(t) + cot(t) cos(t)) = cot(t).

Or

cos(t) sin?(t) + cos?(t) _ 1

sin(t) + cot(t) cos(t) = sin(t) + sin(t) sin(t)

et notre systéme devient donc

; _ cos?(t)
V' = ()
u = — cos(t)

On en déduit que v = —sin(t) + k et on calcule avec le changement de variable
s = cos(t) et donc ds = — sin(t)d¢,

2 2
T
sin(t) 1—s2

Il faut ensuite effectuer une décomposition en éléments simples

—5° b c

1—32:a+1—3+1+s'
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On trouve a =1let b=c= —% si bien que

Y I(BEE TN

1 1
:s+§ln(1—s)—§ln(1+s)+l

1—s
=s+Iny/——+1

1+s

V1 — 52
:s—l—ln(—s)—l—l

1+s

= cos(t) + In (fﬂ) + 1.

+ cos(t)

La solution générale de notre équation est donc

v = (=sin(t) + k) cos(t) + (Cos(t) +In (&t)t)) 4 z) sin ()

1 + cos(

B sin(t) , .
=1In (Tos(t)) sin(t) + k cos(t) + sin(t)

avec k,l € R.

Exercice 1.16 Résoudre les équations différentielles suivantes avec le changement
de variable suggéré

1. 22" + ta’ + x = 0 sur |0, +-00[ en posant t = e*.

2. (14 t%)%2” + 2t(1 + t?)a’ + ma = 0 sur R avec m € R en posant ¢t = tan(s).

Solution Pour la premiére équation, en posant ¢ = e® (puisque ¢t > 0), on peut
considérer y(s) := x(t) := z(e®). On aura donc y/(s) = 2/(e®)e’ et

y'(s) = (2"(e*)e’ + 2’ (e®))e® = t2a”(t) + ta'(t).

Notre équation se réécrit donc y” +y = 0 qui a pour solution générale y = k cos(s) +
[sin(s) si bien que x = k cos(In(t)) + [ sin(In(¢)) avec k, 1 € R.

Exercice 1.17 1. Trouver les solutions de I’équation de Bernoulli ta’ +z —ta® =
0 (faire changement de variable y = 1/2?).
2. Trouver les solutions de I’équation de Riccati t*(2' + 2?) = tx — 1 en
montrant d’abord que zy := 1/t est une solution particuliére (faire ensuite
les changements de variables y = = — zy puis z = 1/y).

Solution On traite la premiére question. On cherche les solutions = qui ne s’annulent
pas et on peut donc poser y = 1/2? si bien que v = —22'/23. En divisant notre
équation par x2, celle ci devient

x! 1
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c’est a dire —%y’ +y = t. L’équation homogéne associée a pour solution générale
y = Ke?™ = Kt?. On cherche maintenant une solution particuliére en posant
y = at si bien que I’équation devient —%a + at =t et donc a = 2 (on pourrait aussi
faire varier la constante). On a donc y = 2t + Kt*> avec K € R et alors x = :I:\/i?7
lorsque y > 0. Il est pratique de poser ¢ = 2/|K| quand K # 0 et on trouve donc

j:\/17 sur ]0, ]
T = :t\/L% sur |0, +00]
j:\/%t sur | — oo, —c| et 0, 400

avec ¢ > 0 et il faut rajouter la solution nulle (il n’y en a pas d’autre a cause des
asymptotes verticales).

Exercice 1.18 1. Montrer que toute solution sur R de 2/ + ¢’z = 0 tend vers
0 en +o0.
2. Montrer que toute solution sur R de 2” + ¢’z = 0 est bornée (on pourra
poser y == 22 + e~ (2/)2).

Solution Soit A la primitive? de et* qui s’annule en 0. Alors les solutions de
I’équation 2’ + e’z = 0 sont les + = Ke“® avec K € R. Pour montrer que
limy 00 z(t) = 0, il (faut et) suffit de montrer que limy_, ;o A(t) = +00. Or A(t) =
t .2 t ) N N .
Joe"dr > [ dT =t — oo. Cela répond a la premiére question.
Pour l’autre, on pose donc y := 22 + e~ ()2 et on calcule

y = 2:c:c’—2te’t2(:c’)Q—i—Qe’tzx’:c” — ote "’ (z')*+2e” 3 (2" +e q:) — 9te " (2')%

On voit donc que ¥’ > 0 pour ¢t < 0 et ¢ <0 pour ¢ > 0. Il suit que y est croissante
pour ¢ < 0 et décroissante pour ¢ > 0. Il suit que y est majorée (par y(0) su bien que
22 aussi et o est donc bornée.

Exercice 1.19 1. Résoudre sur |0, +oo[ I'équation différentielle t22” + x = 0
(on pourra poser t = e°).
2. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant f'(x) = f(1/x)
lorsque x # 0.

Solution Si on pose t = €° et y(s) = z(t) = x(e®), on a y/'(s) = a'(e®)e® = ta'(t) et
Y (s) = (2"(e%)e® + 2/ (e®))e® = t2x" (t) + ta'(t). En d’autres termes, y = z, 3y = tz’ et
y" = t22" +t2’. On a donc t22” + v = y" — ¢/ + y et notre équation se réécrit donc

y" —y' +y = 0. Le polyndéme caractéristique A\ — X\ + 1 a pour racine —j = 1 — z\ég

s/ cos( 2) +lef sm(‘gs),
c’est a dire z = k+/t cos (‘[m ) + [/t sin (\[ln( )> avec k,l € R. Nous avons ainsi

répondu a la premiére question.
Si une fonction dérivable f satisfait f'(z) = f(1/x) lorsque = # 0, on aura aussi
f'(1/x) = f(x) (quitte & changer = en 1/x). De plus, f’ sera aussi dérivable en

(et son conjugué) si bien que les solutions sont les y = ke

4. Attention : on ne sait pas comment la calculer.
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x # 0 et on aura f’(z) = —% f'(1/z) = —% f(z). En d’autres termes, f satisfera
22f" + f = 0 lorsque x # 0. On sait qu’alors il existe k,l € R tels que

f(z) = kv/a cos (@) + 1/z sin <—\/§12n(x)>

lorsque x > 0. Par continuité de f, on aura

f(0) = lim f(z) =0.

>
=0

On va montrer que si k # 0 ou [ # 0, alors f(x;:g(o) = @ n’a pas de limite en

0". On en déduira que f n’est pas dérivable en 0 & moins que f ne soit la fonction

anm

nulle. Supposons donc que k # 0 (resp. [ # 0). On pose alors x,, := e V3 (resp.

(4n—1)m
Ty =€ =7 ). On a bien x,, — 0 mais
1 1
fan) _ — +oo (resp. fla) _y — j:oo) :

T /Ty, Tn T,

En conclusion, la fonction nulle est I'unique fonction dérivable définie sur R tout
entier telle que f'(x) = f(1/z) pour tout x # 0.






2.1 Norme

La notion de norme consiste & associer une taille & un objet et plus précisément
un réel positif & un vecteur :

Définition 2.1.1 Une norme sur un espace vectoriel réel E est une application
I+ E = Rxo

telle que
l. Vve E, |v||=0r<v=0g,
2. Yo,w e B, ||v+w|] < ||v]|+ ||w],
3.V eRYv e E, || =|N|v|

Un espace vectoriel muni d’une norme est un espace vectoriel normé.

Remarques 1. En fait, il n’est pas nécessaire de demander que ||0g|| = Og : on

aura automatiquement ||0g|| = ||0rOg|| = Or||0g|| = Or.
2. Il n’est pas non plus nécessaire de demander que que ||v|| > 0 : on aura
automatiquement
ol + ol _ ol + 1 =vll o flv—o
= = > - 0.
ol = 10 >
3. On a toujours || — v|| = ||v]| : en effet,
| = ol = I(=2)vll = [ = 1}l|v]| = L][o]| = l|v]].

4. On aura toujours

ol = llwll| < flv = w]] :
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quitte a échanger v et w, il suffit de remarquer que
[oll = llv = w +w|] < [lo—w|| + [Jw]].

5. Lorsque E est un espace vectoriel complexe (et pas seulement réel), on demande
parfois que I'égalité ||[Av|| = |A|||v|| soit aussi satisfaite pour A € C.

Rappel : si X est un ensemble quelconque et F un espace vectoriel, alors ’ensemble
F(X, E) de toutes les applications f : X — E est un espace vectoriel pour les lois

L Vf,ge F(X,E), VYxe X, (f+g)(z)=f(z)+g(x)

2. Vfe F(X,E),VAeR, VxeX (Af)(x)=Af(z).

Exemple 1. La valeur absolue est une norme sur R. De méme, le module est une
norme sur C. Tout ce qui suit a un analogue avec C a la place de R.
2. On munira toujours R™ de la norme

(1, 20)|| oo := max(|z1], . . ., |zn]).

Mais on dispose aussi sur R™ de la norme euclidienne
H(.’ﬂl,...,.il?n)HQZ: x%—i——l—x%

(bien utile en géomeétrie) et plus généralement la norme
(21, za)llp = (2l o )P

pour p > 1 (mais c’est difficile de vérifier que c’est bien une norme). Par
exemple, si v = (—3,4) € R? on aura ||v]|e = 4, |||z =5 et ||v] = 7.

3. On peut définir différentes norme sur M, x,,(R) comme les normes || ||, (en
considérant les m x n coefficients) mais on préférera

= max > ail
j=1
4. On peut munir l'espace (de dimension infinie) des polynomes R[t] de la norme

d
E CLitl
=0

5. Sur l'espace ((R) des suites bornées de nombres réels, on pose

ayp - Aim

ap1 -+ OGpm

—mcéx|a'|
=0

[e.9]

(o, 1, ..o Tpy - )||oo := sUp |z4].
ieN

6. Soit £ un espace vectoriel normé et X un ensemble quelconque. Une application
f X — E est dite bornée s'il existe k € R tel que Vo € X, ||f(z)|| < k. Les
applications bornées forment un sous-espace vectoriel (X, E) de F(X, E)
que ’on munit de la norme

[ flloe = sup [Lf ()]
zeX

On pourra remarquer que /o (R) = F°(N,R) et que I'exemple précédent n’est
donc qu’un cas particulier de celui-ci.
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7. On peut munir l'espace C([a, b],R) des fonctions continues f : [a,b] — R de la
norme

[ flloo := max | f(t)

a<t<b

b .
ou £l = ( / \f(t)\pdt) pour p > 1.

Par exemple, avec [a,b] = [0,1] et f(t) =¢, on aura || f|l« =1, || fll2 = ‘/?3 et
£l = 1/2.

Remarques 1. La condition 2 de la définition 2.1.1 est I'inégalité triangulaire.
C’est la partie délicate des conditions mais elle est facile a vérifier pour les

[ floo-
2. L’inégalité triangulaire pour les || ||, s’appelle I'inégalité 'inégalité de Minkouvsksi.
Elle repose sur [inégalité de Holder lorsque % + % =1:

1 1
i=1 =1 i=1

oo ([ r ([ )

Lorsque p = 2, I'inégalité de Holder s’appelle aussi inégalité de Cauchy-Schwarz.
On rappelle que si F et F' sont deux espaces vectoriels, leur produit
ExF:={(v,w),ve E,weF}

est muni des lois (terme & terme)
1. \V/(’Ul, wl), (UQ, UJQ) € F x F, (Ul,’wl) -+ (UQ, U)Q) = (Ul + Vg, W1 + ’UJQ),
2. VA eER,(v,w) € Ex F,A\(v,w) = (Av, \w).

Proposition 2.1.2 1. Si F est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel
normé FE, alors alors la norme de E induit une norme sur F'.
2. Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, alors ’application

(v, w) = max({lv]], [[wl])

est une norme sur F x F.

Démonstration. La premiére assertion est conséquence immédiate de la définition et
la seconde n’est pas plus difficile mais nous pouvons tout de méme développer. Si
veFEetweF,ona|v||>0et ||w| >0 si bien que

(v,w)=(0,0) v=0et w=0
& vl =0et lw]| =0
< max{|[[v]|, lw[]} =0
< [[(v, w)|| = 0.
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Si on se donne v1,v5 € E et wy,wy € F, on a

[(v1, w1) + (v2, w2) || = [[(v1 4 v2, w1 + wo)|

= max{||vi + val|, [|w1 + wol[}
max{||(vi[| + [[va], [[wi]] + [[wa]
max{||(vi ], [Jwr ||} + max{[jva], lwz ([}
= [[(v1, w) || + [[(v2, wa)]]-

IA A

On a utilisé I'inégalité max{a + b, ¢ + d} < max{a, c} + max{b,d}. Enfin, si on se
donne v € E, w € F et A\ € R, on aura

[A (v, W)l = [[(Av, )]
= max{||Av], [[Adw]|}
= max{|A[[[o]l, [Alllw]|}
= [Afmaxg{jvl], [[w[]}
= [All[(v, )| u

Définition 2.1.3 Si E est un espace vectoriel normé, on définit la boule ouverte, la
boule fermée et la sphere de centre vy € E et de rayon R > 0 :

B~ (v0, R) = {v € B, |v—wpl| < R},

B* (0o, R) = {v € E,||v — vl| < R}.
et

S(vo, R) = {v € E,[lv — || = R}.
Lorsque vy = 0g et R = 1, on dit boule unité ou sphére unité.

Exemples 1. Dans R, une boule ouverte est un intervalle |a,b[ avec a < b € R
(et une boule fermée est un intervalle [a, b)) :

B~ (e, R) =] — R+ R| et ]a,b[:B‘(a+b b‘“).

2 72
2. Dans R? muni de la norme euclidienne, une boule est un disque et une sphére
est un cercle. Dans R®* muni de la norme euclidienne, une boule (resp. sphére)

est ce qu’on appelle communément une boule (resp. sphére).
3. Attention, dans R? muni de la norme infinie, la sphére unité est un carré

{(z,y) € R*, max{|z|, |y} = 1}

(de coté 2) et dans R, c’est le cube. Avec la norme 1, on trouve un carré de
coté v/2 dans R? et un octaedre dans R3.



2.2 Continuité 45

2.2 Continuité

Définition 2.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels et X € E,Y C F. Une
application f: X — Y est continue en v € X si

Ve>0,3n>0,vwe X, [w—vf<n=|fw)=flv)]<e

Elle est continue sur X si elle est continue en tout v € X. Elle est uniformément
continue si

Ve>0,In>0Vo,we X, [w—vf <n=|f(w)-f)]<e
Enfin, f est lipschitzienne s’il existe k € R tel que
Vo,we X, [[f(w) = f(0)|| < kllw —l|.

Remarques 1. Une application lipschitzienne est toujours uniformément conti-
nue (poser n = €/k) et une application uniformément continue est toujours

continue.
2. On définit plus généralement la notion d’espace métrique qui est un ensemble
muni d’une distance. Dans notre cas, la distance est d(v,w) = ||lw — v||. On

peut alors considérer les différentes notions de continuités dans ce contexte.

Exemples 1. Pour une fonction réelle f : I — R d’une variable réelle, on retrouve
les notions usuelles. Rappelons que si f est dérivable en ¢t € I, alors f est
continue en ¢. Donc, si elle est dérivable sur I, elle est aussi continue sur I.

2. On rappelle aussi le théoréeme de Heine : si f : [a,b] — R est continue, alors
elle est uniformément continue
3. Une application

f:I =Rt (fi(t),..., f: (1))

est continue (pour || || ) en t € I si et seulement si ses composantes f1,..., f, :
I — R sont continues en ¢ (et idem avec C").

Proposition 2.2.2 Si f : X — Y est continue et g : Y — Z est continue, alors go f
aussi est continue en v.

Démonstration. La démonstration est identique au cas classique (fonctions de R dans
R) et est laissée en exercice. |

Remarques 1. Le résultat reste valide pour les applications continues en v et
f(v) respectivement, uniformément continues ou lipschitziennes.

2. SiY C Z C F, alors une application f : X — Y est continue en v, etc. si et
seulement si I'application composée X — Y < Z est continue en v, etc. C’est
pourquoi en pratique, on peut souvent supposer que Y = F'.

3. Si X CFEetY CF x Fy, alors une application

f:X =Y, v (filv), f2(v))

est continue, etc. si et seulement si f; et fy sont continues, etc..
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Proposition 2.2.3 Soient E, F deux espaces vectoriels normés et X C FE. Alors

I’ensemble C(X, F') des applications continues de X dans F' est un sous-espace
vectoriel de F(X, F).

Démonstration. Ca se démontre exactement comme dans le cas classique (X =1 C R
et FF=R). |

Remarques 1. Le résultat reste valide pour les applications continues en v € X,

uniformément continues ou lipschitziennes.

2. Si E est un espace vectoriel normé, alors I'addition £ x F — FE est une
application continue (et méme 2-lipschitzienne ||v + w|| < 2max(||v|], ||[w]])).

3. La multiplication R x F — E aussi est continue (en fait bilinéaire continue -
voir plus loin).

4. Si E est en fait un espace vectoriel sur C, alors la multiplication C x £ — FE
aussi est (bilinéaire) continue.

5. La norme || || : £ — R est toujours une application continue (et méme 1-
lipschitzienne : |||v|| — |Jw]|]] < ||[v — w]|).

Applications linéaires continues

Lemme 2.3.1 Pour une application linéaire a : E' — F entre deux espaces vectoriels
normés et une constante k € R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. VYve E, |a()| < k||,

2. Yve E, |v|| <1=la(v)

v)| <k
3.YweE, |v=1=|a@)]<F*

Démonstration. 11 suffit bien stir de montrer que la derniére condition implique la
premiére. Or si v est un vecteur non nul de E, alors le vecteur mv est de norme un.

On aura donc (puisque a est linéaire)

la(o)] _ ‘ ¢ (HTlﬂv)

ol
si bien que ||a(v)|| < k[jv||. Lorsque v = O, 'inégalité est aussi satisfaite puisqu’alors
a(v) = Op (puisque a est linéaire) si bien que |[a(v)|| = 0 = k||v]]. |

1
o]

a(v)

<

I Définition 2.3.2 On dit alors que a est bornée par k (sur la sphére ou sur la boule
unité).

Théoreme 2.3.3 Soit a : F — F une application linéaire entre deux espaces
vectoriels normés. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. a est bornée,
a est lipschitzienne,
a est uniformément continue,
a est continue,
a est continue en Og.

S 89
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Démonstration. On fait une démonstration circulaire. On suppose d’abord que a est
bornée si bien qu’il existe k € R tel que pour tout v € F on ait |la(v)|| < k|jv||. En
particulier, si v,w € E, on aura (puisque a est linéaire)

la(w) = a()]| = [la(w = )| < kfw =]

et a est donc lipschitzienne. Les implications suivantes sont automatiques et il reste
a montrer que a est toujours bornée lorsque a est continue en 0. En prenant e = 1
dans la définition, on voit qu’il existe n > 0 tel que, lorsque ||v]| <7, on a ||a(v)| < 1
et on pose k := % Si v € E est un vecteur de norme un, on a H%UH = 7 et donc
(puisque a est linéaire) :

1 1
||G(]€U)H _ HECL(U) = la (EU) H <1.
On voit donc que |jav|| < k. [

Exemples 1. Toute application linéaire a : R™ — R™ est continue (pour les
[ = lloc) : s

a(xy, ..., Tm) = (a1 + -+ Q@i -+, G171 + -+ Q@)

alors pour tout vecteur v, on a
m
n
la()lo < mlax >~ Jais 0] .
j=1

et on peut donc prendre
m
n
k = max E |a”|
i=1 ’
Jj=1

2. On montrera plus tard (théoréme 2.5.4) que toute application linéaire entre
espaces vectoriels normés de dimension finie est continue (quelles que soient
les normes).

3. L’application

a:R[t] =R, P — P(2)

est linéaire mais n’est pas continue. En effet, supposons qu’il existe k£ € R tel
que [|[P|lec = 1 = |a(P)| < k. On peut appliquer ¢a a P, := t" € R[t] pour
tout n € N. Puisque a(t") = P,(2) = 2", on aurait 2" < k pour tout n € N.
Contradiction.

On désignera par L(E, F') 'ensemble de toutes les applications linéaires continues
de E dans F et on écrira L(F) lorsque F' = E.
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Proposition 2.3.4 Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, alors L(E, F') est
un sous-espace vectoriel de F(FE, F) et

la@)ll _

la]| :== sup ——= = sup ||a(v)]
veop VI =

définit une norme sur L(E, F).

Démonstration. On rappelle que I'ensemble L(F, F) des applications linéaires de
dans F' est un sous-espace vectoriel de F(F, F'). D’autre part, on a montré dans le
corollaire 2.2.3 que C(E, F') est aussi un sous-espace vectoriel de F(FE, F'). Il suit que

L(E,F):=L(E,F)NC(E, F)

est bien un sous-espace vectoriel de F(FE, F'). Maintenant, 1’existence de la borne
supérieure résulte du théoreme 2.3.3 et la derniere égalité résulte du lemme 2.3.1. 11
reste & vérifier que cela définit bien une norme. Clairement si ||a|| = 0, alors ||a(v)|| =0
pour tout v # O et cela implique que a(v) = 0. Puisque a est linéaire, c’est aussi
vrai si v = Op et on a donc nécessairement a = Og p. Ensuite, si a,b € L(E, F) et
|v]] = 1, on aura

(@ +0)()[| = lla(v) + b(v)[| < fla(w) ]| + [[b(w) ]| < llall + [|]]-

Ceci étant vrai chaque fois que ||v|| = 1, on aura bien ||a + b|| < ||a|| + ||b||. Enfin, si
ANeR,a€ L(E,F) et ||v]| =1, on aura ||(Aa)(v)|| = |A|||a(v)]| si bien que

[Aall = sup [|Aa(v)[| = sup [Alfla(v)]| = [A] sup [la(v)] = [A[]la]- u

l[oll=1 l[oll=1 l[ofl=1

On munira toujours L(E, F') de cette norme, dite subordonnée (qui dépend des
normes choisies sur E et F).

Remarque Si a est une application linéaire continue, on a toujours
la()|| < [[alll[v]]

si bien que ||a|| est une borne pour a (sur la sphére unité). C’est la plus petite borne.

Proposition 235 Sia : F — F et b: FF — G sont deux applications linéaires
continues, alors ||bo al| < ||b||||al-

Démonstration. En effet, si ||v]| =1, on a
16 o a)ol| = [[b(a(w))]] < [lbll[la(o)]l < [|bl[[la]l- u

On rappelle que si F/, F', GG sont trois espaces vectoriels, une application b : ExF —
G est bilinéaire si elle est linéaire en chaque variable (lorsqu’on fixe 'autre).

Exemples 1. La multiplication sur R ou sur n’importe quelle algébre (voir plus
loin) est bilinéaire.
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2. Si E et F sont deux espaces vectoriels, 'action
L(E,F)x E—=F, (a,v)+— a(v)

est bilinéaire.
3. Si E, F, G sont trois espaces vectoriels, la composition

L(E,F)x L(F,G) = L(E,G), (a,b)—boa
est bilinéaire.

Le théoréme 2.3.3 s’étend aux applications bilinéaires :

Proposition 2.3.6 Soient E, F, G des espaces vectoriels normés. Alors, une applica-
tion bilinéaire b : E X F' — (G est continue si et seulement si

FkeRVveEwekF, [bouw)<Eklv||w].

Démonstration. Si b est continue, alors il existe n > 0 tel que si ||v]|, [|Jw|| < 7, alors
|b(v, w)|| <1 et il suffit de poser k = 77% En effet, si v € E et w € F sont non nuls,
on applique ca a ”Z—”v et ﬁw.

Supposons que réciproquement, la condition est satisfaite. Donnons nous deux
vecteurs vy € E et wy € F ainsi que € > 0. Posons M = max{||vol|, ||wol|} et

n=min{M,e/3kM} si M # 0 et M = \/€/k sinon. Puisque b est bilinéaire, siv € E
et we F,on a

b(v,w) — b(vy, wo) = b(v — vg, w — wp) + b(v — vy, wo) + b(vy, W — wy).

Si [|[v — vol|, |[w — wp|| < 71, on aura donc

[b(v, w) — b(vo, wo)|| < k([[v — volll|w — wol| + [lv — vol[[[wol + [lvollllw — wo)l[)
< k(n* +nM + Mn)
< 3knM
<e. |

Exemple Si E, F, G sont trois espaces vectoriels normés, la composition et ’action
LE,F)x L(F,G) = L(E,G) et L(E,F)xFE—F

sont des applications bilinéaires continues.

2.4 Suites et séries

Définition 2.4.1 Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (v;);en d’éléments de
E converge vers v € F, et on écrit lim; v; = v, si

Ve >0,dN € R,Vi> N, |v—u <e.
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C’est une suite de Cauchy si
VE>O,E|NER,Vi,jZN, ”UZ'—UJ'HSE.

Remarques 1. Si la limite existe, elle est unique. En effet, si v’ est une autre
limite et € > 0, alors il existe ¢ € N tel que [[v — v;|| < €/2 et [|[V/ —v;]| < €/2 si
bien que [|[v — v'|| < e. Cela étant vrai pour tout € > 0, on a [|jv —v'|| = 0 et
donc v =v'.

2. La suite v; converge si et seulement si la suite ||v — v;|| tend vers 0 dans R. De
méme, la suite est de Cauchy si et seulement si la double suite ||v; — v;|| tend
vers 0 dans R.

3. Une suite convergente est toujours une suite de Cauchy : c¢’est la réciproque
qui n’est pas toujours vraie.

4. Une suite (v;, w;);en converge dans E X F' si et seulement si (v;)ien €t (w;)ien
convergent. Idem pour les suites de Cauchy.

Exemples 1. La suite (z;,y;) converge vers (z,y) dans R? si et seulement si z;
tend vers x et y; tend vers y dans R. Méme chose pour les suites de Cauchy.
Méme chose sur R". Ou sur C".

2. Une suite z; converge vers z dans C si et seulement Re(z;) tend vers Re(z) et
Im(z;) tend vers Im(z). Méme chose pour les suites de Cauchy.

Proposition 2.4.2 Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, X C Eet Y C F.
Une application f : X — Y est continue en v € X si et seulement si, pour toute
suite v; qui converge vers v dans X, la suite f(v;) converge vers f(v).

Démonstration. La démonstration est identique au cas classique (fonction de R dans
R). Supposons que f est continue en v et que la suite v; converge vers v. Puisque
f est continue, si on se donne € > 0, alors il existe n > 0 tel que, chaque fois que
|lw—=v| <n,ona|flw)— f(v)|] < e Puisque v; converge vers v, il existe alors
N € N tel que chaque fois que i > N, on a ||v — v;]| < n. On a alors nécessairement
| f(v;) = f(v)]] < e. Réciproquement, supposons que f n’est pas continue en v. I
existe alors € > 0 tel que pour tout n > 0 il existe w € X avec |[w — v|| < n mais
| f(w)— f(v)|| > €. En particulier, pour n = 1/, il existe v; € X tel que |[v—v;]] < 1/i
mais || f(v;) — f(v)|| > €. On voit donc que la suite v; converge vers v mais que f(v;)
ne converge pas vers f(v). [ |

Définition 2.4.3 Soient E un espace vectoriel normé et X un ensemble quelconque.
1. Une suite de fonctions f; : X — E converge simplement vers une fonction f
si la suite f;(x) converge vers f(x) pour tout x € X.
2. Elle converge uniformément si

Ve>0,3N €RVi> NVz e X, |f(z)— fi(z)| <e.

Exemples 1. Si f; converge uniformément vers f, alors f; converge simplement
vers f.
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FIGURE 2.1 — suite (non uniformément) convergente

\4

10,25

2. Le contraire est faux méme lorsque X = [0,1] et £ = R comme le montre
I'exemple des « vagues » f;(x) = 2'In(1/2") si  # 0 et f;(0) = 0, qui tendent
simplement vers 0 bien que supg<,«; |fi(t)| = 1/e.

3. Si une suite de fonctions continues f; : X — E converge uniformément vers
une fonction f, alors f est nécessairement continue (c’est un théoréme qui se
démontre comme dans le cas classique).

4. Une suite f; converge vers f dans F°(X, E) pour || ||« si et seulement si f;
converge uniformément vers f.

Définition 2.4.4 Soit E un espace vectoriel normé. Une partie U C E est ouverte
si ¢’est une union (éventuellement infinie) de boules ouvertes :

U= U B_<Ui,Ri).

v, ER

Une partie Z C E est fermée si son complémentaire U = E '\ Z est ouvert.

Exemples 1. Dans R, un intervalle ouvert est ouvert, un intervalle fermé est
fermé et un intervalle borné qui est ouvert d’un coté et fermé de 'autre n’est
ni ouvert, ni fermé.

2. Dans R, 'ensemble N est fermé mais pas 'ensemble X := {—5 : n € N}.
3. Plus généralement, une boule ouverte est ouverte et une boule fermée (ou une
sphére) est fermée.
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Proposition 2.4.5 1. Une partie U C E est ouverte si et seulement si
Vv e U,Je >0, B (v,e) CU (ouB*(v,e) CU).

2. Une partie Z C FE est fermée si et seulement si, pour toute suite (v;);en dans
E; on a

{VzEN,viGZ -

lim; ,ocv; =

Démonstration. Si la condition sur U est satisfaite, il suffit de remarquer qu’on peut
alors écrire

U= U B~ (v, €,).
velU

Réciproquement, si v € U = U;e/B™ (v, R;), alors il existe i € [ tel que v € B~ (v;, R;).

On pose alors € := 1 (R; — ||[v — v;]|) et on aura

B (v,e) C B (v;, R;) C U.
En effet, si w € B~ (v, ¢€), alors
[w =il < flw=v| + lv — vl < e+ [lo—wif| <Rs.

Supposons maintenant que Z est fermé et donnons nous une suite qui satisfait
les hypothéses de la condition. Comme E \ Z est ouvert, si v ¢ Z, alors il existe
e > 0 tel que B(v,e) N Z = (. On a donc ||[v — v;|| > € et la suite ne converge pas.
Inversement, si Z n’est pas fermé, alors il existe v ¢ Z tel que, pour tout ¢ € N, on ait
B*(v,1/i) N Z # (. 1l existe donc v; € Z tel que ||[v — ;]| < 1/i et donc v; > v. W

Remarques 1. Plus généralement, lorsque Y C X C E, on dit que Y est ouverte
dans X §’il existe une partie ouverte U C FE telle que Y = U N X. On dit que
Y est fermée dans X si son complémentaire est ouvert dans X.

2. Les parties fermées de X sont stable par intersection quelconque et union finie.
Les parties ouvertes de X sont stables par union quelconque et intersection
finie. Un ensemble muni d’une telle structure est appelé espace topologique.

3. Important : une application f : X — Y est continue si et seulement si pour
ouvert U C Y, f~1(U) est ouvert dans X. Méme chose avec les parties fermées.

4. On dit que X est conneze si X et () sont les seules parties qui sont a la fois
ouvertes et fermées. On peut montrer qu'un espace vectoriel normé est connexe.

Définition 2.4.6 Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si toute
suite de Cauchy converge dans F.

Exemples 1. R et C sont des espaces de Banach.
2. Plus généralement, R™ et C™ sont des espaces de Banach.
3. Mpuxm(R) et M, 5., (C) sont des espaces de Banach.
4. l+(R) et £5(C) sont des espaces de Banach.
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d.

7.

Si E est un espace de Banach et X un ensemble, alors F°(X, E) est un espace
de Banach.

. L’espace des polynomes n’est pas un espace de Banach : P,(t) = > 7 _, £ est

t
n!
une suite de Cauchy qui ne converge pas dans R[t].

L’espace C([a,b],R) est un espace de Banach pour || || mais pas pour || ||;
(considérer la suite de fonctions

nsiz<1/n?

fulx) = { 1/\/xsix>1/n?

sur [0, 1]).

. Lespace C'([a, b],R) des fonctions continiment dérivables sur [a,b] muni de

| |lco n'est pas un espace de Banach.

Proposition 2.4.7 1. Soit E un espace vectoriel normé et F' C E est un sous-

espace vectoriel. Si F est un espace de Banach et F' est fermé dans F, alors
F' est un espace de Banach. Réciproquement, si F' est un espace de Banach,
alors F' est fermé.

2. Si E et F sont des espaces de Banach, alors E' x F' aussi.

Démonstration. 1. Soit (v;);en une suite d’éléments de F'. Si c¢’est une suite de

Cauchy et que E est un espace de Banach, alors elle converge vers v € E. Si F
est fermé alors v € F' et la suite converge dans F. Réciproquement, si la suite
converge vers v € F, alors c’est une suite de Cauchy. Si F' est un espace de
Banach, alors elle converge dans F' et alors v € F'.

On voit immédiatement qu’une suite (u;,v;) est convergente ou de Cauchy si et
seulement si les suites u; et v; sont toutes les deux convergentes ou de Cauchy.
L’assertion en résulte.

Remarques 1. Plus généralement, on dit qu'un sous-ensemble X d’un espace

2.
3.

vectoriel normé E est complet si toute suite de Cauchy dans X converge vers
un élément de X.

SiY C X C EetY est complet alors Y est fermée dans X.

Réciproquement, si X est complet et Y est fermée dans X, alors Y est complet.

Définition 2.4.8 Soit (v;);en une suite dans un espace vectoriel normé E. Si la
suite des sommes partielles Sy, := ) .., v; est convergente, alors la série ) v; est
convergente et on pose

(o)

E v; = lim S},.
k

i=0

La série > v; est normalement convergente si la série > ||v;]| est convergente (dans

R).
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k
Exemples 1. La série de terme général % converge dans R (idem dans C) : on a

fL’k z
- =€ .

k!

1

Elle est normalement convergente.
(=1)*
k+1

2. La série de terme général converge dans R : on a

Mais elle n’est pas normalement convergente.

Proposition 2.4.9 Si une série ) | v; est normalement convergente dans un espace
de Banach E, alors elle est convergente.

Démonstration. La démonstration est identique au cas classique. On a toujours
k2
HZkl Ui

Cauchy, il en va de méme de la suite des sommes partielles > ., v;. [ |

< ZZ? [[vi]|. 11 suit que si la suite des sommes partielles >, [|v;|| est de

Remarques 1. Une suite réelle croissante est convergente si et seulement si
elle est bornée. Comme conséquence, une série réelle a termes positifs est
convergente si et seulement si ses sommes partielles sont bornées. On en déduit
qu'une série de terme général v; est normalement convergente si et seulement
si la condition suivante est satisfaite :

k
dc €Rop,VEEN, ) uil| <c.

=0

2. Comme cas particulier, on voit qu'une série de terme général v; est normalement
convergente lorsque la condition suivante est satisfaite
bi
da,b € R, Vi € N, ||U1|| < CL,—'.
= 7!
En effet, on peut alors prendre ¢ = ae’.

3. On en déduit un critére de convergence pour une suite (u;);en dans un espace
de Banach (que nous utiliserons plus tard dans la démonstration du théoréme
de Cauchy-Lipschitz linéaire) :

bi
da,b € RZ(),\V/i €N, ||UZ'+1 — Uq” < CLH.

En effet, il suffit de poser vy = ug et v; := u; — u;_1 pour ¢ > 0.
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Normes équivalentes

Lemme 2.5.1 Soit E un espace vectoriel normé. Une forme ¢ linéaire [ : F — R est
continue si et seulement si son noyau ker/ est fermé dans E.

a. C’est a dire une application a valeur dans R.

Démonstration. La condition est nécessaire car kerl = p~1({0}) et que {0} est
fermé dans R (I'image inverse d’un fermé par une application continue est fermée).
Réciproquement, supposons que [ n’est pas continue. Cela signifie que [ n’est pas
bornée (sur la sphére unité) et il existe donc une suite v; avec ||v;]| = 1 telle que
|l(v;)] = oo. En particulier, il existe N tel que [(v;) # 0 lorsque ¢ > N et on peut
poser

Lo o)
I(vi)

pour ¢ > N. Puisque [ est linéaire, on a

l(vn)

W; ‘=

si bien que w; € kerl. Mais
HZ(UN)’UZ‘ _ |Z(UN)‘ ||Uz|| _ |Z(UN)’ 0
l(v;) |1(v3)] |1(v:)]
si bien que w; converge vers vy. Or v, ¢ ker!l puisque [(vy) # 0. [ |

Définition 2.5.2 Une application linéaire p : £ — F' est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés si elle est continue bijective et que 'application réciproque aussi
est continue. On dit que E et F' sont des espace vectoriels normés isomorphes s’il
existe un isomorphisme entre eux. Deux normes || || et || || sur un méme espace
vectoriel E sont équivalentes si I'identité

(BN = BN, v

est un isomorphisme.

Remarques 1. On voit aisément qu'une application linéaire bijective p : E — F
est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés si et seulement si

1
Fk € R0, Vo € E, - LJv]| < lp()l] < KfJv]]-

2. On en déduit que deux normes || || et || || sur un espace vectoriel £ sont
équivalentes si et seulement si

1
3k € Roo Yo € B, vl < ol < ko]l
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3. Une application linéaire bijective p : ' — F est un isomorphisme si elle satisfait
la propriété suivante : une suite v; converge vers v dans E si et seulement si la
suite p(v;) converge vers p(v) dans F. On voit aussi aisément qu’'une suite v;
est de Cauchy si et seulement si la suite p(v;) est de Cauchy.

4. On en déduit que deux normes || || et || ||" sont équivalentes si et seulement si
les suites convergentes pour || || et pour || || sont les mémes. On a aussi identité
pour les suites de Cauchy.

5. Une application linéaire bijective p : ' — F est un isomorphisme si et seulement
si pour tout X C F, on a X ouvert (resp. fermé) dans E si et seulement si
p(X) ouvert (resp. fermé) dans F'.

6. Deux normes || || et || || sur £ sont équivalentes si et seulement si pour tout
X C E, on a X ouvert (resp. fermé) pour || || si et seulement si X ouvert (resp.
fermé) pour || ||'.

Exemples 1. Les || ||, pour 1 < p < 400 sont toutes équivalentes sur R" (ou sur
C") : par exemple, on a || flloo < [Ifll1 < nl|f]lo-
2. Les || ||, ne sont pas équivalentes sur C([a, b],R) : par exemple, la suite

l—nzsix<1/n

Jnlw) = { Osiz>1/n,

converge vers 0 sur [0, 1] pour || ||; mais converge vers 1 lorsque = 0 (et donc
ne converge pas pour || ||oo)-

Lemme 2.5.3 Soit E un espace vectoriel normé et n € N (on munit R™ de || ||s0)-
1. Toute application linéaire a : R* — E est continue
2. Toute application linéaire bijective p : R* — E est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés.
3. Sidim E = n, alors E est est un espace de Banach.

Démonstration. On montre d’abord la premiére assertion et on procéde ensuite par
récurrence sur la dimension n de E, le cas n = 0 étant trivial, pour les deux autres.

1. Si on désigne par vy,...,v, € E les images des vecteurs de la base canonique,
on a
a(xy, ..., T,) = 2101 + -+ + Ty,
et donc

n
la(zy, .. )| < Jzaffodll + -+ [zl flval] < (Z ||vi\|> max [z,
=1

=1

Cela montre que a est continue.

2. Pour montrer que p~! est continue, il suffit de s’assurer que ses composantes
[; : E — R le sont. Or H; := kerl; est un sous-espace vectoriel de dimension
n — 1. Par récurrence, c’est un espace de Banach et donc fermé dans E. Et on
conclut avec le lemme 2.5.1.
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3. Si F est de dimension finie n, alors il existe une application linéaire bijective
p: R ~ E qui est nécessairement un isomorphisme. Puisque R" est un espace
de Banach, il en va de méme de E. [ |

Théoreme 2.5.4 1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace
de Banach.
2. Toute application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie
est continue.

Démonstration. La premiére assertion a été démontrée dans le lemme. Pour la
seconde, on considére une application linéaire a : £ — F entre espaces vectoriels
normés de dimension finie. Grace au lemme, on peut choisir un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés p : R® ~ E. L’application a o p : R® — F est linéaire et donc,
comme on l'a déja vu, continue. Il suffit de composer avec p~! & droite pour voir que
a aussi est continue. [ |

Corollaire 2.5.5 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes. [ |

Corollaire 2.5.6 Dans un espace vectoriel de dimension finie, tout sous-espace
vectoriel est fermé. |
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Exercices

On utilisera systématiquement le fait qu'une application linéaire entre espaces
vectoriels normés de dimension finie est automatiquement continue.

Exercice 2.1 Montrer que

V2

Yo e R ollos < flulla <ol et Z=loll < ol < V2{[0]]oc-

Veérifiez numériquement ces inégalités lorsque v = (—3,4).
Solution Siv =: (z,y), on a
[olly = lel +lyl, vl = Va2 +y? et o]l = max(]z], [y]).
En élevant au carré, on doit donc montrer que
max(|z[%, [y[?) < 2? + y* < 2? + 2|zy| + 12
et
S+ 2yl +97) < o P < 2max(faf? /)

Toutes ces inégalités sont évidentes sauf peut-étre ’avant-derniére. Mais celle-ci se
réécrit

1
0< = (2 = 2wyl +¢°) = 5ol = ly])?.

N | —

Lorsque v = (—3,4), on a ||v]|oc =4, |Vl =5 et ||v]|1 =7. On a bien 4 <5 < 7 et
TV2/2 ~4,9<5<5,7~4v2.

Exercice 2.2 Soit F un espace vectoriel normé et v, w € E. Montrer que
ol < llwll + [Jw —].
En déduire que si v,w # 0 et ¢ € [0, 1], alors

[w = o] lw—wvll _ ¢

[Eo1— lw| —1-—¢
Solution On a
[v] = lw+v —w|| < Jwl| + [[v—w|| = |lw]| + [[w —v].

On voit donc que si ||lw —v|| < ¢||v|], alors ||w — v|| < ¢||w]|| + ¢||w — v]| et donc
(1 —¢)||lw — o] <c¢||w], puis la formule annoncée.
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Exercice 2.3 Soit E un espace vectoriel normé et v, w € E. Montrer que

lv +wl +[lv — w]

<
Joll < :

En déduire que
[oll + llwll < flv +w|l + [lv —w]],
puis que
o]l + llwll < 2max{{|lv + wl], [Jlo — w]]}.
La constante 2 est elle optimale ?
Solution On a

2[vll = 1120l = [[(v + @) + (v = w)[| < [lv + w]| + [[o = ]

et par symétrie 2||w|| < ||[v+w||+]|jv—w|| puisque ||[v—w]| = ||w—v||. En additionnant,
on trouve 2[jv|| 4+ 2||w|| < 2||jv + w|| + 2|jv — w|| et il n’y a qu’a diviser par deux.
La majoration suivante est alors immédiate. Enfin, la constante est optimale : si on
munit £ = R? de la norme infinie ||(a, b)|| = max{|al, |b|} et qu'on pose v = (1,0) et
w = (1,0) si bien que v+w = (1,1) et v—w = (1, —1), on a bien 1+1 = 2max{1, 1}.

Exercice 2.4 Soit F un espace vectoriel et
ExE—=R, (v,w)w— (v,w)

un produit scalaire ((A\vy + Avg, w) = A (v1,w) + Ae(ve, w), (v,w) = (w,v) et
(v,v) >0« v # 0)). Montrer que I'application

E—=R, ve|v]:=+(v,v)

est une norme (on pourra d’abord montrer I'inégalité de de Cauchy-Schwarz
(|(v,w)| < |Jv|[|lw]]) en considérant le discriminant du polynéme ||tv +w||* € R[t]).

Solution Montrons d’abord I'inégalité de Cauchy-Schwartz. On peut supposer u # 0
sinon c’est clair. Dans ce cas, le polynéme

ltu+ol* = (tutv, tutv) =t*(u, u) +2t(w, v) + (v,0) = [[ul** +2{u, v)t + ||v]|*
étant toujours positif, son discriminant est négatif et on a donc
4w, v)* = 4ful*||v]* < 0.

On en déduit que (v, w)? < |lul|?||v]|? et il suffit de prendre les racines carrées. En
prenant ¢ = 1 maintenant, on a

lu+ vl = [Jull® + 2¢u, v) + [0l* < lull® + 2lul*[0]* + [loll* = (lu]l + [])*

et il suffit de nouveau de prendre les racines carrées pour obtenir I'inégalité triangu-
laire. On vérifie aisément les deux autres propriétés.
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Exercice 2.5 Soit E un espace vectoriel normé non nul, vy, v, € E et R, R’ > 0.
Montrer que
1. si BY(vg, R) C BT (v, R'), alors R < R’ (considérer v = vy + Ru avec
Jul| = 1).
2. si BT (v, R) C BT(vy, R), alors vy = v (considérer v = vy + Ru avec
u = (vg —vp)/d sid:= ||lvg— vj| #0).
3. si BY(vg, R) = BT (vp, R'), alors vg = v}y et R = R’ (par symétrie, on pourra
supposer que R’ < R).

Solution Pour la premiére question, avec les indication données, on a
[v —woll = [[(vo + Ru) — wol| = Rljul| = R

si bien que v € Bt (vg, R) C BT (v, R') et donc R = ||jv — wo|| < R'.
Pour la seconde question, avec les indication données, on a toujours

[ =woll = [(vo + Ru) = woll = Rllul| = R
si bien que v € B (v, R) C B (v}, R) et donc |[v — vg|| < R. Mais
v— vy =vy+ Ru—v),=Ru+ (vg —vy) = Ru+du=(R+d)u.
Il suit que ||jv — vl = R+d et R+ d < R si bien que d = 0.
Enfin, pour la derniére question et avec l'indication, on aura B*(vg, R) =

B*(v), R') C Bt (v}, R) si bien que vj = v, par la question 2) et on conclut grace a
la question 1).

Exercice 2.6 Soit E un espace vectoriel normé et X C E une partie non vide.
Montrer que 'application

dx : E—R, v~ inf [[v—w|
weX
est continue (on pourra montrer qu’elle est lipschitzienne).

Solution Soient vy,vs € E. Si w € X, alors
[or = w|| < [[or — 2| + [lvz — wl.

En prenant la borne inférieure sur w, on en déduit que
dx (v1) < |lvg — vo|| + dx(v2)

et donc (par symétrie entre vy et vg),
|dx (v1) — dx(v2)| < [Jor — val|-

Cela montre que dx est 1-lipschitzienne et donc continue.
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Exercice 2.7 Montrer que
IF| = [FO (k)]
k=0

définit une norme sur R[t]<,. En déduire que

M € R,VF € R[t]<n,

/O1 F(t)etdt' < Mkzn: PO (k).

Solution On remarque que ||F|| = |F(0)| + ||G|| avec G(t) = F'(t + 1). Supposons
que ||[F'|| = 0. On a alors obligatoirement |F'(0)| = 0 et ||G|| = 0. Par récurrence sur le
degré de F', on a G = 0 et donc aussi F’ = 0 si bien que F' est constant. Mais comme
F(0) = 0, on a nécessairement ' = 0 (cet argument initialise aussi la récurrence).
Alternativement, si ' # 0 et que d = deg F, alors deg Y = 0. Or si ||F|| =0, on a
F@(d) = 0. Contradiction (un polynéme de degré nul ne s’annule pas). Les deux
autres propriétés d’une norme se vérifient facilement.
Maintenant, comme 'application

1
R[t]l<n — R, Fl—>/ F(t)e'dt
0

est manifestement linéaire et que R[t]<, est de dimension finie, cette application est
continue et il existe donc M tel que si F' € R[t]<,, on ait

/1 F(t)etdt‘ < Mzn: |[F®(E)).

k=0

Exercice 2.8 Montrer que la multiplication R[t]<,, X R[t]<;, — R[t]<min est conti-
nue pour les normes || ||« (on pourra se rappeler qu’elle est bilinéaire).

Solution Par définition, si F' = >_}_ a,t*, alors ||F|| = max}_,|ax|. De plus, si
G =Y 1", bgt", alors FG = Zzljon cpth avec ¢ = a;bj. En particulier, on a
pour tout k =0,...,n+m,

i+j=k

lenl < Y falls] < Y I1FloollGlloe = (m 40+ DI Fllol|Gllos

itj=k itj=k

et donc [|FGllee < (m+n+ 1)||F|loo]| Gl o-

Exercice 2.9 Montrer que la suite

est une suite de Cauchy dans (R[t], || ||«) qui ne converge pas.
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Solution Pour m >n > N, on a

m

tF 1
| F — Foll = il Iﬁ%fig < N 0 quand N — 4o0.
k! ! !

. . . R d .
Mais si la suite convergeait vers un polynéme F = > k=0 apt®, aurait pour n > d,

d 1 i n tk
Fn—F:Z(E—ak)t + ) o

k=0 k=d+1
et donc
| P — F| = foc | e L) > 40 quand nos o
n = max rkn:ag( o ay ,krilgfl W) 2 e quand n 00.

Exercice 2.10 Soit {f,}nen une suite de fonctions polynomiales qui converge
uniformément vers une fonction f.
1. Montrer qu’ 3N € N,Vn > N,Vz € R, |(f, — fv)(z)| < 1.
2. En déduire que f, — fx = ¢, € R et que {c, }nen est convergente.
3. En déduire que f est nécessairement aussi une fonction polynomiale.
4. Montrer que le résultat n’est plus valide si la suite n’est pas uniformément
convergente.

Solution Si € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N et tout = € R, on ait
| fa(z) — f(2)] < e. En prenant € = § et en appliquant ¢a simultanément a n et N,
on a

|(fn = I (@) = [(fal2) = f(2)) = (fn(2) = f(2))]
() = f(@)] +|fn(z) = f(z)]
1

IN

<-t+-=1.

1
2

\)

En particulier, f,, — fy est une fonction polynomiale bornée et donc constante : on a
fn — fn = ¢, avec ¢, € R. Puisque fy est fixé et que {f,}nen est (uniformément)
convergente, il est clair que la suite {c,}nen est convergente et que si on désigne
par ¢ sa limite, on aura f — fy = ¢. On en déduit que f = fy + ¢ est une fonction
polynomiale. Enfin, la suite définie par f,(x) = > ) 74 est une suite de fonctions
polynomiales qui converge (simplement) vers la fonction f donnée par f(x) = e* qui
elle n’est pas polynomiale.

Exercice 2.11 Montrer que

1A= 1O+ 1 Moo et (A1 = 1 lloo + 11 oo

définissent des normes sur C*([0, 1], R). Sont-elles équivalentes entre elles ? Sont
elles équivalentes a || [|oo 7
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Solution On vérifie aisément que ce sont bien des normes. De plus, si f € C1([0,1],R)
et z € [0,1], il existe & € [0,z] tel que f(z) — f(0) = (z — 0)f'(&), c’est a dire
f(z) = f(0) + zf'(£). En particulier,

[f (@) < [FO) + [N < [FO + 1 loo = IF1]-

Ceci étant vrai pour tout z € [0, 1], on a || f||oc < ||f]|- Puisqu’on a aussi || f'||cc < || f]],
on en déduit que || f||" < 2||f]|. Puisqu’on a aussi || f|| < ||f]/’, cela montre que les
normes sont équivalentes. Pour montrer qu’elles ne sont pas équivalentes a || ||, il
suffit de trouver une suite de fonctions f,, € C*([0,1],R) qui converge pour || ||s mais
pas pour || ||. Il suffit de poser f,(z) = \””/—% La suite f,(z) = £~ fournit aussi une
contradiction car f, — 0 pour |||l mais par pour || ||.






3.1
3.1.1

Rappels d’algeébre linéaire

Notation matricielle

On rappelle quelques résultats d’algebre linéaire (tout ce qui est dit pour R reste
valable avec C).
Siv=(xy,...,2,) € R", on désignera généralement par

T
V == < Mnxl(R)

T

(avec une lettre majuscule) le vecteur colonne associé. On dispose ainsi d'un isomor-
phisme

R" ~M,x1(R), vV,

et en pratique, on identifie les deux espaces (et on écrira ||V|| au lieu de ||v]]).
Si a:R™ — R™ est une application linéaire donnée par

a(xy, ..., Tm) = (ann®1+ - 4+ QmTm, -+, G171 + -+ A Tm)
on désignera généralement par

a1 0 Qim
A= € Mnxm(R)
Qp1 ** Qnpm

(avec une lettre majuscule) la matrice associée. Ici encore, on obtient un isomorphisme

L(R™ R") ~ Muxm(R), a < A.
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En pratique, on identifiera aussi ces les deux espaces (et on écrira ||Al| au lieu de

lall)-

Si V est le vecteur colonne associé & v € R™, alors le vecteur colonne associé a
a(v) est AV et on aura donc [[AV|| < ||A||||V]] pour la norme subordonnée :

[A[l = sup [[AV].
Ivi=1

De méme, si b = R™ — RP est une autre application linéaire de matrice B, alors la
matrice de bo a est BA et on aura ||[BA|| < ||B||||A|| pour les normes subordonnées :
On notera que la multiplication des matrices

Mysem (R) X Myxp(R) = Myspn(R)
est bilinéaire continue.

Exemple La norme subordonnée a || ||oo sur My x,m,m(R) est

aip - Aim

m
n
= max E |a; ;
i=1 ’
J=1

ap1 -+ OGpm

(attention, en général la norme de la matrice dépend des normes choisies sur R” et
R™).

Diagonalisation

Si A € M,,(R), V est un vecteur colonne non nul et A € R satisfont AV = AV, alors
V' est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre . L’ensemble des vecteurs
propres associés a A (auquel on rajoute le vecteur nul) est le sous-espace propre
associé a \. Les valeurs propres de A sont les racines du polyndéme caractéristique’
Xa(A) :=det(A,, — A). La matrice A est diagonalisable s’il existe P inversible et D
diagonale telle que A = PDP~!. De maniére équivalente, cela signifie qu’il existe
une base {Vi,...,V,} formée de vecteurs (colonnes) propres pour A. Si Ay,..., A\,
sont les valeurs propres associées, on a alors

N O - 0
0 . .
D=\ - et P=[Vi---V,]
s 0
0 --- 0 M\,

S’il existe n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable (mais pas récipro-
quement). S'il existe une unique valeur propre et que A n’est pas diagonale, alors A
n’est pas diagonalisable.

On rappelle aussi que si A\q,..., A, sont les valeurs propres de A, alors

A+ F Ay =tr(A) et Ap--- A, = det(A).

1. Certains auteurs définissent le polynome caractéristique a 'envers : x4 (\) := det(A — AI,,).
Ca ne change rien a un signe éventuel prés.
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Pour calculer P~!, on peut utiliser la méthode du pivot mais en dimension deux, on
a aussi une formule

a b]7H 1 d —b
c d S ad—be| —¢ a |’
Exemples 1. La matrice
3 1
e

a pour unique valeur propre A = 2. Elle n’est pas diagonalisable car une matrice
diagonalisable avec une unique valeur propre serait automatiquement diagonale.

2. On a
6 3 B 3 1 20 -1 -1
—4 -1 | -4 -1 0 3 4 3 |
3. On a
o 1| |1 1 7 0 1/2 —i/2
-1 0| |i —i 0 —i /2 i/2
4. On a
1 4 —4 1 01 1 0 O 1 -1 1
3 2 —4]|l=[111 0 -2 0 -1 1 0
3 -3 1 110 0 0 5 0 1 -1
5. La matrice
1 1 0
A= 0o 2 -1
-1 1 3

a une unique valeur propre A = 2 (triple) et la matrice n’est donc pas diagona-
lisable (car elle n’est pas diagonale).
6. La matrice

-5 0 1
A= 12 6 6
-1 0 -7

a une valeur propre simple 6 et une valeur propre double —6. La matrice n’est
pas diagonalisable car il faudrait une base formée de trois vecteurs propres et
le sous-espace propre associé & —6 est seulement de dimension un.

7. On a

1 10 11 1 2 0 0 0o 1 1
12 1|=1]1 i —i 0 1+i 0 1 b L
1 01 1 —i i 0 0 1-—i I 1 1



68 Chapitre 3. Fonction exponentielle

8. La matrice

o

e
— = O
—_ == O

a une valeur propre simple —1 et une valeur propre triple 1. Le sous-espace
propre associé a la valeurs propre 1 est seulement de dimension deux et la
matrice n’est donc pas diagonalisable.

3.1.3 Décomposition de Jordan

On rappelle maintenant que 'on dispose du théoréme de Jordan : si A € M,(C),
il existe P inversible et

A 1 o --- 0
Jp 0 0 )
) ) ) 0 :
J = . avec Ji = S S
o 00 . . )
0 --.. 0 J : i o1
0 e e 0 N |

telles que A = PJP~!. Pour calculer P, il faut chercher des vecteurs propres V'
et suffisamment de « vecteurs caractéristiques » W tels que AW = AW + V afin
d’obtenir une base. Bien str, si A est diagonalisable, alors J = D.

Exemples 1. On a

R kri b

2. Avec
-5 0 1
A=1|12 6 6 |,
-1 0 -7

on trouve la forme de Jordan et une matrice de passage

6 0 0 0 2 0
J=]0 —6 1 et P=|1 -1 —3 |,
0 0 —6 0 -2 2

et il faudrait calculer P~! pour obtenir la décomposition de Jordan.
3. De méme, pour la matrice

0 010
0 001

A= 0 -1 1 1]
-1 011
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on peut écrire A = PJP~! avec

1000 1110
0100 1010
J=1 0011 P 11
000 1 1011

Décomposition de Dunford

On rappelle qu’on dispose aussi du théoréme de Dunford : si A € M,,(C), il existe
A, N € M,,(C) uniques telles que AN = NA avec A diagonalisable et N nilpotente
telles que A = A + N. Bien stir, is A est diagonalisable, alors A = A et N =0. Si A
est la seule valeur propre, alors A = \[,, (et N = A—A). En général, on peut déduire
la décomposition de Dunford de celle de Jordan comme suit : on écrit J =D + T
avec D diagonale et T triangulaire supérieure stricte (c’est a dire avec des zéros sur
la diagonale) puis on pose A = PDP~! et N = PTP~!. On remarquera que si A
posséde une unique valeur propre de multiplicité n, alors A = D.

Exemples 1. On a la décomposition de Dunford

SRRt R

2. On a la décomposition de Dunford

1 1 0 (2 0 0 -1 1 0
2 -1 |=(020+] 0 0 -1
-1 1 3 0 0 2 11 1

3. On a la décomposition de Dunford :

-5 0 1 ] [ —6 0 0 1 0 1
12 6 6 |=|2 6 2 [+ -3 0 —3
-1 0 -7 0 0 —6 -1 0 -1

Algébre normée

Rappel : une algébre (associative unitaire) est un espace vectoriel M muni d’une
multiplication interne telle que

1. Ya,b,c € M, (ab)c = a(bc),

2. A1y € M,Ya € M, 1ya =aly = a,

3. Ya,b,c € M,a(b+c¢) =ab+ bc et (a + b)c = ac + be,

4. Ya,b € M,V € R,a(\b) = A(ab) = (Aa)b.
On connait bien stir R ou C qui sont des algebres réelles. Plus généralement, on
dispose des algebres M,,(R) et M,,(C) des matrices carrées d’ordre n (on rappelle que
M;(R) =R et M;(C) = C). On peut aussi considérer 1'algebre L(F) des applications
linéaires d’un espace vectoriel E dans lui méme avec la composition o (qui joue le
role d’une multiplication). Enfin, si M est une algébre et X un ensemble quelconque,
alors F (X, M) est naturellement une algebre. Nous rencontrerons aussi le vocabulaire
suivant dans une algébre M :
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w

. La puissance n-iéme de a € M est défine par a® = 1 et a™"
. Deux éléments a,b € M commutent si ab = ba. Dans ce cas, on dispose de la

1= ga.

formule du binéme : (a+b)' =3, .., (})a"b".

. L’inverse de p € M ¢'il existe est 'élément p~' € M tel que pp~t = p~1p = 1.
. Un élément n € M est nilpotent s’il existe k € N tel que n

M1 =0y (et n ne

peut alors pas étre inversible - sauf si M = {0y/}).

Exemples 1. Dans R ou C, tous les éléments commutent, tous les éléments

2.

non-nuls sont inversibles et seul 0 est nilpotent.
Dans My(R), les matrices

I

ne commutent pas :

A R e A L S

ne sont pas inversibles et sont méme nilpotentes :

IR R

Définition 3.2.1 Une algébre normée est une algébre M munie d’une norme (d’es-
pace vectoriel) qui satisfait en plus

1. Ya,b € M, |abl| < |lall|0],
2. 1l < 1.

On dit algébre de Banach si M est un espace de Banach.

Exemples 1. R et C sont des algébres de Banach.

2.

Si F est un espace vectoriel normé (resp. de dimension finie), alors I’algébre
L(FE) des applications linéaires continues de £ dans F muni de la composition
et de la norme subordonnée

a0 ||Vl

est une algébre normée (resp. de Banach). Cela résulte de la proposition 2.3.5.

. M,,(R) et M,,(C) sont des algébres de Banach pour n’importe quelle norme

subordonnée.

Si M est une algébre normée (resp. de Banach) et X un ensemble quelconque,
alors F°(X, M) est naturellement une algébre normée (resp. de Banach) pour
la norme infinie.

. C([a, b],R) est une algébre normée et méme une algébre de Banach pour || ||«

(mais pas pour || ||; ou pour || [|2).

Remarques 1. Si M est une algébre normée non nulle, alors [|1]| = 1.

2.

Si M est une algébre normée et a € M, alors ||a”|| < ||a||™ pour tout n € N.
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3. Si M est une algébre normée, alors la multiplication M x M — M est une
application bilinéaire continue.

4. De maniére équivalente, si une suite (a;);en converge vers a et (b;);en converge
vers b dans M, alors (a;b;);en converge vers ab.

5. On en déduit que si Y a; converge dans M et b € M, alors les sommes suivantes
existent aussi et on a

iaib = (iai> b et ibai =b (i%) .
i=0 i=0 i=0 i=0

Lemme 3.2.2 Si M est une algébre normée et a € M, alors la série Z —a’ est

normalement convergente.

Démonstration. La démonstration est identique au cas classique (M = R). Plus
précisément, on a une suite croissante majorée

N

L Lialli < ol
D ||| = 2 gllal<e
i=0 i=0
et elle est donc convergente. [

Remarques 1. Lorsque M est une algebre de Banach, alors la série converge.
2. Cela s’appliquera en particulier lorsque M est de dimension finie et donc lorsque

M =M,(R) ou M =M, (C).

Définition 3.2.3 Si M est une algébre de Banach et a € M, alors 1’exponentielle
de a (qui existe toujours) est

o0

1 .
exp(a) := Z Ea’.

0

On écrit aussi e®.

Exemples 1. exp

(
(% 315 4]
c((83)-101)
4-exp(:_0w 8]):[_17T (1)]
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Lemme 3.2.4 Dans une algébre de Banach M, si les deux premiéres sommes
convergent normalement, alors la derniére aussi et on a 1’égalité :

() (50) - (3)

Démonstration. La démonstration est identique au cas classique. Tout d’abord, on a

i > aib| < Z > llaalllivsll < (ZH%H) (gl\%\l)

i+j=k k=0 i+j=k

et une suite croissante bornée est convergente. Cela montre que la série de droite
dans le lemme est normalement convergente. Comme M est un espace de Banach, la
série est convergente et 1'égalité s’obtient en passant & la limite (limite du produit
égale produit des limites par continuité de la multiplication). [ |

Remarque La convergence absolue est nécessaire. Il suffit de considérer a; = b; =
—1)*
E/i_T)l dans R. On aura alors

bil =
H]Z:k& ! z‘ﬂzzk‘/ (i+1 j—l—l

La série de droite n’est donc pas convergente.

> (k4 1) =140

Proposition 3.2.5 Soit M une algébre de Banach. Alors,

Va,b € M, ab=ba = exp(a+ b) = exp(a)exp(b).

Démonstration. Comme sur R encore. On peut utiliser la formule du binéme car a
et b commutent et on a donc

f:l'a—kb Z Z()akbl
1= v i= 0 " k=i
SR
i=0 k=i
=1 =1
(&) (57
k=0 1=0
grace au lemme 3.2.4. [

Remarque L’hypothése est nécessaire comme le montre par exemple le cas de

0 = 0 0
am[0] w s [00)
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On a

wotarm-ea([ % 2]) =[5 9]

mais

exp(A)exp(B):H TH L 0]:[1_”2 7{]

-7 1

Corollaire 3.2.6 Soit M une algébre de Banach. Alors,
. exp(On) = L,
2. Sia € M, alors exp(a) est inversible et exp(a)™! = exp(—a),
3. Sia€ M etneZ, alors exp(na) = exp(a)™.

Démonstration. La premiére assertion est formelle. On obtient alors la seconde en
faisant b = —a dans la proposition. On montre la troisiéme assertion par récurrence
pour n > 0 et on appliquer la seconde lorsque n < 0. [

Proposition 3.2.7 Soit M une algébre de Banach. Si a,p € M et p est inversible,
alors exp(p~tap) = p~texp(a)p.

Démonstration. Pour tout 2 € N, on a

111'

1 —1 T —
Z.—,(p ap)' =p 74P

(faire une récurrence sur 7). On en déduit que

o0
1 .
—1 -1 P
pexp(a)p =p (‘E—o il@)p
> 1 =1
_ Y L1 Ni -1
= IE_Op 44D = ‘E—o Z.!(p ap)’ = exp(p™ap). u

Remarque Si A € M, (R) ou M,,(C), alors det(exp(A)) = ™). On se raméne au
cas ou A = J est une forme de Jordan, puis au cas ou A = D est diagonale (et c’est
alors immeédiat) ou alors A = T est triangulaire supérieure (et c¢’est trivial). On utilise
au passage les formules générales det(AB) = det(A) det(B), tr(A+B) = tr(A)+tr(B)
et tr(AB) = tr(BA). C’est un excellent exercice.

Proposition 3.2.8 Supposons que n = m + r, que A € M,,,(R) et que B € M,.(R).
On a alors

([0 5])=] ™" wote
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Démonstration. Cela résulte du fait que

1fA 0] _[44 o0 =
i'f0 B | 0 %BZ ’
Remarques 1. Par récurrence, on en déduit la formule pour une matrice diago-
nale :
ag 0 -+ 0 e 0 -+ 0
A= 0 = exp(A) = 0
. . .0 : . . 0
0o --- 0 a, 0 --- (0 e

2. Plus généralement, on peut montrer que

(3 ) [ i

(attention, ce ne sont pas les mémes étoiles) et en déduire par récurrence ce
qui se passe pour une matrice triangulaire :

a; * * e % *
A= 0 = exp(A) = 0

: cTel % O

o --- 0 a, 0 --- (0 e

Remarques Les théorémes de structure en algebre linéaire nous donnent des mé-
thodes pour calculer les exponentielles de matrices.
1. Si A est diagonalisable, on cherche D diagonale et P inversible telles que
A= PDP~'. On connait exp(D) et on peut calculer exp(A4) = Pexp(D)P~*
une fois qu’on a trouvé P
2. Si A est nilpotente, on calcule & la main

1
k!

On remarquera qu’on aura toujours k < n (théoréme de Cayley-Hamilton).
3. En général, on cherche la décomposition de Dunford A = A + N et on aura

1
exp(A):]+A+§A2—|—--~+ A*

exp(A) = exp(A) exp(N).

Remarquons que si A n’est pas elle méme diagonale, il faudra trouver une
matrice de passage et calculer son inverse.

Exemples 1. On a

of(22])-[5 8] ([ 2] (2]
NEREER
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2. On a
1 4 —4 e —e+e° e+ e
exp 3 2 —4 =|e—e? —et+e?+e e+4éd
3 -3 1 e—e? —ete? e
3. On a
1 0 1 2 0 1
exp -3 0 -1 =| -3 1 -3,
10 - 10 0
[ -6 0 0 e 6 0 0
exp L e L = | 2(ef—¢eF) & B(ehS—e0)
0 0 -6 0 0 ¢
et
-5 0 1 20 0 et
exp 12 6 6 = | 5(25e —37e7%) e L(13eS — 25¢76)
-1 0 -7 —e 6 0 0

Fonction vectorielle

On rappelle qu'une fonction vectorielle est une application f: I — E o E est
un espace vectoriel et I un intervalle de R (ou plus généralement une partie de R).
Une fonction réelle f : I — R ou une fonction complexe f : I — C sont des fonctions
vectorielles. Plus généralement, on peut considérer des fonctions f : I — R™ ou méme
f I — M,yym(R) (et idem sur C).

En composant une fonction vectorielle f : I — R™ avec les projections p; : R* — R,
on trouve les composantes f; : I — R de f qui sont des fonctions réelles (et idem
avec C"). On aura

viel, [(t)=(fi(t), .., fa(t))

et on écrira parfois f = (f1,..., fn). De méme, une fonction matricielle f : I —
M, xm(R) aura des composantes f;; et on écrira parfois f = [f;;]. Idem sur C.

Définition 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé et I C R. Une fonction vectorielle
f:1 — E apour limite vy € E en ty € R (adhérent a I\ {to}) si

Ve>0,In>0,vtel, [t—to <n=|f(t)— vl <e.
On écrit alors

htlonf =y ou tlgltlo f(t) =g

et on dit aussi que f(t) tend vers vy quand ¢ tend vers ty et on écrit f(t) — vy quand
t — tg.
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Remarques 1. On ne considére que le cas ou tg est adhérent a I\ {to}, ce qui
signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢, contient au moins un autre
point de I (ou encore que tq est dans 'adhérence I\ {to} : le plus petit fermé
contenant I \ {to}).

2. Dans le cas classique 2 = R, on retrouve la notion habituelle.

3. La définition générale se rameéne au cas classique car f(t) — vg si et seulement
si || f(t) — vol| = 0 dans R.

4. Une fonction I — FE x F,t — (f(t),g(t)) a une limite en t, si et seulement si
f et g ont une chacune une limite vy et wy en ¢y et la limite est alors (vg, wy).

5. La définition ci-essus, tout comme ce qui suit, se généralise sans probléme au
cas ou [ est remplacé par une partie X d’un espace vectoriel normé et ¢y par
un vecteur quelconque.

Exemples 1. Si f: I — C est une fonction complexe et A = a + i8 € C avec
a,0 €R,on a

lim f(t) =\ & }5? Ref(t) = a et tlim Imf(t) = p.

t—to —to

2.8 f : I - Rt — (fi(t),..., fi(t)) est une fonction vectorielle et vy =
(k1,...,ky), alors

lim f(t) =vo < Vi=1,...,n,lim fi(t) = k.
t—to

t—to

3. Idem avec M,,5»(R). Idem sur C.

Proposition 3.3.2 1. Soient E' un espace vectoriel normé et f,g: [ — E deux
fonctions vectorielles. Si f(t) — v et g(t) — w quand t — t¢, alors (f +
g)(t) = v+ w quand t — t.

2. Soient E un espace vectoriel normé, f : I — E une fonction vectorielle et
A €R.Si f(t) — v quand t — ¢, alors (Af)(t) — Av quand t — t.

3. Soient M une algébre normée et f,g: I — M des fonctions vectorielles. Si
f(t) = aet g(t) — b quand t — to, alors (fg)(t) — ab quand t — t,.

Démonstration. Comme dans le cas classique. [ |

Proposition 3.3.3 Si f(t) — v quand t — ¢y et g : E — F est une application
continue (sur I'image de I), alors g(f(t)) — g(v) quand t — t,.

Démonstration. Comme dans le cas classique. [

Définition 3.3.4 Soient F un espace vectoriel normé et I C R. Une application
f I — FE est dérivable en ty € I si

f(t) — f(to)

t—=to t— 1o

existe dans E. On dit alors que f'(to) est le vecteur dérivé de f en t.
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Remarques 1. Alternativement, cela signifie que
f(t) = f(to) + (t —to) f'(to) + (t —to)e(t)
avec €(t) — Og quand t — t.
2. Une application
I - EXF, te—(f(t),g()

est dérivable en tg si et seulement si f et g sont dérivables et le vecteur dérivé
est (f'(to), 9 (o))

Exemples 1. Une fonction complexe f est dérivable en tj si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaires le sont et alors

f/(to) = Re(f)/(to) +1 Im(f),(to)
2. Une fonction f: I — R™ est dérivable en ¢, si et seulement si ses composantes

le sont et alors
f'(to) = (fi(to), - -, fi(to)).
3. Idem avec M, (R). Idem sur C.

1. Soient E un espace vectoriel normé et f,g: I — FE deux

Proposition 3.3.5
fonctions dérivables en ¢. Alors, f 4 g est dérivable en ¢ et (f + g)'(to)

(o) + ' (to).

2. Soient E un espace vectoriel normé, f : I — E une fonction dérivable en ¢,
et A € R. Alors, Af est dérivable en ¢y et (Af)'(to) = Af'(to).

Démonstration. Comme dans le cas classique. [ |

Proposition 3.3.6 1. Si vy : I — J est une fonction réelle dérivable en ¢, et si
f:J — E est dérivable en v(ty), alors f o~y : I — E est aussi dérivable en

t() et
(f 07)'(to) = (o) ' (7 (t0))-

2. Sia: E — F est une application linéaire continue et f : [ — E est dérivable
en tg, alors ao f : [ — F est aussi dérivable en ¢, et

(a0 f)(to) = a(f'(to)).
Démonstration. 1. Identique au cas classique.
2. En effet, par linéarité, on aura
a(f(t)) = a(f(to)) + (t —to)a(f'(to)) + (£ — to)a(e(t))
ou €(t) — Op quand ¢t — Tj. Mais comme a est continue, on aura aussi
a(e(t)) = a(0g) = a(0g) = OF (puisque a est linéaire).
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Proposition 3.3.7 Soient f : I — E et g : [ — F des applications dérivables en
toel et b: Ex F — G une application bilinéaire continue. Alors ’application

b(fig): I— G, t—b(f(t),g(t))

est aussi dérivable

b(f,9)'(to) = b(f'(to), g(to)) + b(f (to), g (to)).

Démonstration. On écrit

f(t) = f(to) + (£ —to) f'(to) + (£ — to)e(t)

et

g(t) = g(to) + (t — to) f'(g0) + (t — to)n(t)

avec €(t) — Og et n(t) — Opquand ¢ — ¢y. Par bilinéarité, on aura alors

b(f (1), g(t)) = b(f(to), g(to)) + (t—10) (b(f(t0), 9(t0)) +b(f (t0), g’ (£0))) + (t —t0)(t)

O(t) = b(e(t), g(to) +b(f(to),n(t)) + (t —to)b(e(t), g (to)) + b(f'(t0), n(t)) — O

Exemples 1. Soient M une algébre normée et f,g: I — M deux applications
dérivables en tg, alors fg est dérivable en %, et

(f9)(to) = f'(to)g(to) + f(to)g (to)-

2. Soient E, F,G trois espaces vectoriels normés et a : [ — L(E, F),b: 1 —
L(F,G) deux applications dérivables en t, € I. Alors, 'application

boa:1— L(E,G), twbt)oalt)
est dérivable en tq et
(b o) a),<t0) = b,(to) e} a(to) + b(to) e} a/(to).

Résultat analogue avec la multiplication des matrices.
3. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et v : [ — E,a: 1 — L(E, F) deux
applications dérivables en ty € I. Alors, 'application

a(v): I — L(E,G), twa(t)(v(t))
est dérivable en tg et
a(v)'(to) = d'(to)(v(to)) + alto)(v'(t0)).

Résultat analogue avec matrices et vecteurs colonnes.
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Définition 3.3.8 Si f : I — FE est dérivable en tout ¢t € I, alors la fonction
vectorielle

I —E, t— f'(t)

est la fonction dérivée de f. La fonction f est de classe C* avec k € N'si f est k
fois dérivable et que f*) est continue. Elle est de classe C* si f est k fois dérivable
pour tout k € N).

Théoreme 3.3.9 Si M est une algébre de Banach et a € M, alors la fonction
vectorielle

R— M, t+— exp(ta)

est C™ et a pour dérivée

R— M, t+— aexp(ta).

Démonstration. On pose (dans cette démonstration) f(t) = exp(ta) et on considére
d’abord la dérivabilité en 0. On a

1F(t) = £(0) — tall = [[exp(ta) — 1u — tall

> 1
<> slllall
=2
= Il —1 —]la].

On en déduit que

Hf@—f@ﬁﬂw<€w“—1—WWH:<ﬁMM4_J>M“%O
t=0 G Al

quand t — 0, si bien que f est dérivable en 0 et f/(0) = a.
On fixe maintenant ¢y € R et on considére ’application

fo:R—=> M, tw— exp((t—-tya).

Ona fo=foyavecy:R— R, t+—t—t, Puisque y(ty) = 0 et 7/(ty) = 1, on voit
que fo est dérivable en t; et que

folto) = (f o 7)(to) = f'(7(t0))' (to) = f(0) = a.
On considére maintenant I’application linéaire continue
l:M— M, b~ bexp(tpa)

Puisque ta = (t — tg)a + toa et que ces matrices commutent, on a

exp(ta) = exp((t — to)a) exp(toa),
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c’est a dire f =l o fy. Puisque [ est linéaire, on en déduit que

f'(to) = U(fo(to)) = I(a) = aexp(toa)

comme annonce.
On conclut par récurrence (pour les dérivées successives). |

Remarque 1. On a toujours aexp(ta) = exp(ta)a.
2. Si A € M,(R) (ou M,(C)), alors t — exp(tA) est C> et a pour dérivée
t— Aexp(tA).

Exemples 1. Si A:= { 31 ], alors

-1 1

1+t)e? te?t
exp(tA) = { ( —tegt (1 . t)eZt }

2. SiA::[ 0 1},&101"5

-1 0

(4= | 0 i) |

3. Si
1 4 —4
A=13 2 —4 ],
3 =3 1
alors
ot et 4 Bt et 4 Bt
exp(tAd) = | e—e 2 —el+e 246 el +e
ot — =2t el 42 ol
4. Enfin, avec
-5 0 1
A=1] 12 6 6 ,
-1 0 -7
on trouve
(1+t)e o 0 te~6t

exp(tA) = | 5;(25e% — 25760 — 12teF) €0 L(13e% — 136" — 12te6)
—te 0 0 (1 —t)e ®
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3.4 Exercices

Exercice 3.1 1. Déterminer les valeurs propres de la matrice

2]

ainsi qu'une base des sous-espace propres associés. La matrice est-elle diago-
nalisable ? Si oui, diagonaliser A.

2. Méme question avec A := _6 4 _31 }
) : 0 1
3. Méme question avec A := 10 ] )
[1 4 —4]
4. Méme question avec A:= | 3 2 —4
| 3 -3 1 |
[ 1 1 0 ]
5. Méme question avec A := 0 2 -1
| -1 1 3 |
[ —5 0 1 ]
6. Méme question avec A:= | 12 6 6
| -1 0 -7 |
[ 1 10
7. Méme question avec A:= | —1 2 1 |.
1 01 ]
[ 0 010
. . 0 001
8. Méme question avec A := 0 -1 1 1
| -1 0 11

Solution 1. Les valeurs propres de

e

satisfont A+ p = 4 et Au = 4 si bien que nécessairement A = p = 2. La matrice
n’est pas diagonalisable car une matrice diagonalisable qui a une unique valeur
propre est automatiquement diagonale. Pour trouver un vecteur propre, on
doit résoudre

EHIMEHI

: . 1
Cela fournit I’équation z 4+ y = 0 et on peut prendre par exemple [ . } .

6
-4 -1
que A = 2 et 4 = 3 (ou le contraire). Pour trouver les vecteurs propres, on

2. Les valeurs propres de A := } satisfont A + p =5 et A\ = 6 si bien
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puis 6x + 3y = 3z qui fournit

résout d’abord 6z + 3y = 22 qui fournit [ _3 4

[ _11 ] et on a donc A = PDP~! avec

[20 3 1 o [-1 =1
D._{O?)], p._[_4 _1} et P _{4 3].

. Les valeurs propres de

(5 1]

satisfont A + . = 0 et A\ = 1 si bien que A = +i. Pour trouver un vecteur
propre pour A\ = ¢, on doit résoudre

0 1 Tl
-1 0 y| |y |’
1 : . 1
Cela fournit I’équation —iz 4+ y = 0 et on peut prendre par exemple [ ; ] . La

matrice est donc diagonalisable sur C avec

D:—{i 0.} et P:—[l. 1.},
0 —2 T —1

et on peut calculer

L[~ —1] 11 —
-1 _ = —
P _—21[—2' 1} 2{1 z]

. On considére maintenant la matrice

1 4 —4
A=13 2 -4
3 =3 1

On calcule son polynome caractéristique

A-1 —4 4 A—1 —4 4
3 A=2 4 |=|A-1 A-2 4
-3 3 -1 A-1 3 A-1
1 -4 4 I -4 4
=A=1D]1 A=2 4 |=A=1]0 Ax+2 0
1 3 -1 0 7 A=5
B A+2 0 |
== 707 D = A=DOA+2(A-5).
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On a trois valeurs propres distinctes A = 1, A = —2 et A = 5 et la matrice est
donc diagonalisable. On cherche un vecteur propre pour A =1 :

1 4 -4 T T
3 2 -4 y |l =1y
3 -3 1 z z

fournit les équations 4y —4z =0et 3x+y—4z=0,cest adirey=zet v = z
et on peut donc prendre

1
1
1
On cherche ensuite un vecteur propre pour A = —2 :
[1 4 —4 x x
3 2 -4 y |l =-21uy
| 3 -3 1 z z

fournit les équations 3x + 4y — 4z =0 et 3x — 3y + 32 = 0, c’est & dire y = 2
et x = 0 et on peut donc prendre

0
1
1

Enfin, on cherche un vecteur propre pour A =5 :

1 4 —4 x T
3 2 -4 y |l =5y
3 -3 1 z z

fournit les équations —4x +4y —4z =0et 3x — 3y —42 =0, c’est a dire z =y
et 2 =0 et on peut donc prendre

1
1
0

On trouve donc la matrice diagonale D et une matrice de passage P :

1 0 0 1 01
D=0 -2 0 et P=|111
0 0 5 110

1

On peut calculer P7" par la méthode du pivot :

1 01
1 11
1 10

o O =
o = O

0 10 0 0
Oof—101 0 -1 10
1 01 1 01



84 Chapitre 3. Fonction exponentielle

10 1 1 0 0 100 1 -1 1
— /01 0 -1 1 0| —1]01O0 -1 1 0
00 -1 0 -—-11 001 0 1 -1
si bien que
1 -1 1
Pl'l=|-1 1 0
0o 1 -1
5. On considére maintenant la matrice
1 1 0
A= 0 2 -1
-1 1 3
On cherche son polynome caractéristique
A—1 -1 0 A—2 -1 0
0 =2 1 =1 A=2 A—=2 1
1 -1 AX-=3 0 -1 AX=3
1 -1 0 1 -1 0
=A=2)|1 X—-2 1 =A=2)|0 A—1 1
0 -1 X-=3 0 -1 X-=-3
-2 s -y = -2

On trouve donc une unique valeur propre 2 (triple) et la matrice n’est donc
pas diagonalisable (car elle n’est pas diagonale).
6. On considére maintenant la matrice

-5 0 1
A=112 6 6
-1 0 -7

On cherche son polynome caractéristique

A+5 0 -1
~12 A—6 —6 :()\—6)'

1 0 A+7

A+56 —1
1 A+ 7

=(A=6)(A\*+ 12\ +36) = (A — 6)(\ + 6)°.

On trouve donc une valeur propre simple 6 et une valeur propre double —6.
On cherche un vecteur propre pour A = 6. On peut remarquer que AF; = 6F5
ou faire le calcul :

-5 0 1 T T
12 6 6 y | =6y
-1 0 =7 z z
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fournit les équations —1lz +z=0et —z — 132 =0, cest a dire x = 2 =0 et
on peut donc prendre

0
1
| 0
On cherche maintenant un vecteur propre pour A = —6 :
[ —5 0 1 T x
12 6 6 y | =—6|1vy
| -1 0 -7 z z

fournit les équations x + 2z =0 et 12z + 12y + 6z = 0, c’est a dire x = —z et
z = 2y, et on peut donc prendre

2
—1
-2

La matrice n’est pas diagonalisable : il faudrait une base formée de trois vecteurs
propres et le sous-espace propre associé & —6 est seulement de dimension un.
7. On considére la matrice

1 10
A=1] -1 21
1 01

On calcule son polynoéme caractéristique

A—1 -1 0 A—2 -1 0

1 A—2 -1 |=|[rx=2 A=-2 -1

-1 0 A-1 A—2 0 A-—1
1 -1 0 1 -1 0
=A=2)|1 A=2 -1 [=(A=2)|0 x=1 -1
1 0 A-1 0 1 A-—1

=A=2)[A=12+1]=A=2)(\=22+2) = (A=2)(A =1 +i)(A—1—1).

On en déduit que les valeurs propres sont 2 et 1 £+ ¢ et on cherche une base
formée de vecteurs propres. Pour A = 2, on doit résoudre

1 10 T T
-1 2 1 y | =21y
1 0 1 z z

On trouve les équations —x +y =0et x — 2 =0, ce qui donne z =y = z et
on peut prendre le vecteur

1
1
1
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Lorsque A =1+, il s’agit de

1 10 T z

-1 2 1 y | =049 |y

1 01 z z
qui fournit les équations —iz +y = 0 et x — 12 = 0, c’est & dire y = ix et
z = —ix et on peut donc choisir

1 1

l et —1

—1 1

comme vecteurs propres pour A = 1 4+ et A = 1 — i respectivement (par
conjugaison). On trouve donc la matrice diagonale D et une matrice de passage

P
2 0 0 1 1 1
D=1]10 1+2 0 et P=1|1 1+ —1
0 0 1—1 1 —1 1

On peut calculer P~! par la méthode du pivot en utilisant les identités remar-
quables

(1+i)(1—i)=2, (1+i)*=2i et (1—1i)=—2i.

On a donc
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 i = 010 —]0 —-(1-d) —(14i) -1 10
1~ i 001 0 —(1+4) —(1—d) —1 0 1
11 1 1 0 0 11 1 1 0 0
— |01 ¢ H - 0 | —]01 ¢ HF —H 0
154 1—i . S 149 1—4
_0 1 —1 5 0 —5 O O —22 —1 % — 5
111 1 0 0 1000 3 :
ol 1+ R CE RS )
I IS e TR VN Bl I B PR ¥
2 T 4 T a4 2 T4 T4
si bien que
1 1
R I
Pe=13 -7 -7
T 1% 1+
2 4 4
8. On considére la matrice
0 01 0
0 0 0 1
A= 0 -1 1 1
—1 01 1
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On calcule

A0 —1 0 A—1 0 -1 0

0O X O -1 | | A=1Xx 0 -1

01 =1 =1 | |[Xx=11 Xx=1 -1

10 -1 Xx—1 A—1 0 -1 X—1
10 -1 0 1 0 —1 0
1 X 0 —1 0 A 1 -1

=(A-1) 1 1 A—1 =1 (A-1) 0 1—X A—1 0
10 -1 X—1 0 0 0 X—1

:(A—D3_:1‘:(A—D%A+D.

On a donc une valeur propre simple —1 et une valeur propre triple 1. On
cherche un vecteur propre pour la valeur propre —1 en résolvant le systéme

Z=—X
t=—y
—y+z+t=—2
—r+z+t=—t

et on peut choisir (1, —1, —1,1). On cherche ensuite des vecteurs propres pour
la valeur propre 1 en résolvant le systéme

Z =X
=y
—y+z+it=z2
—x+z+t=1,

ce qui donne uniquement deux vecteurs linéairement indépendant, par exemple
(1,0,1,0) et (0,1,0,1). La matrice n’est pas diagonalisable.

Exercice 3.2 1. Déterminer la forme de Jordan, une matrice de passage et son
inverse pour

=31

2. Méme question avec

-5 0 1
12 6 6
-1 0 -7
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3. Méme question avec

o

)
— = O
— == O

Solution 1. On a vu que la matrice
3 1
A [ 3! }

a une unique valeur propre 2 et un vecteur propre

_11 ] . On cherche alors

un vecteur caractéristique associé en résolvant

MM

ce qui donne I’équations x + y = 1 et on peut donc prendre le vecteur { (1) } .

La forme de Jordan et une matrice de passage sont donc

2 1 1 0
[2i] a1,

On peut aussi calculer P~! (avec la formule) :

L 1o
P—Ll-

2. On rappelle que la matrice

-5 0 1
12 6 6
-1 0 =7

a 6 pour valeur propre simple et —6 pour valeur propre double et qu’on a
trouvé les vecteurs propres

0 2
1 et —1
0 -2

pour 6 et —6 respectivement. Il faut maintenant trouver un vecteur « caracté-
ristique » associé au second vecteur propre et donc résoudre le systéme

-5 0 1 T T 2
12 6 6 y|=—6|y|+]| -1
-1 0 =7 z z -2
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On trouve donc les équations = + z = 2 et 12z + 12y + 62 = —1 et on peut
prendre le vecteur

0
13
12
2

On trouve donc la forme de Jordan et une matrice de passage

6 0 0 0 2 0
J=10 —6 1 et P=|1 -1 -3
0 0 —6 0 -2 2

Il faut maintenant calculer son inverse.
3. On a vu que la matrice

0 010

0O 001

A= 0 -1 11
-1 011

n’est pas diagonalisable. On a trouvé une valeur propre simple —1 avec vecteur
propre (1,—1,—1,1) ainsi que la valeur propre triple 1 avec vecteurs propres
(1,0,1,0) et (0,1,0,1). Pour trouver la forme de jordan de A, il faut remplacer le
second vecteur par un vecteur non nul de la forme V' = a(1,0,1,0) +5(0,1,0, 1)
et chercher un dernier vecteur (caractéristique) W tel que AW =W 4+ V. On
doit donc résoudre le systéme

z=x+a
t=y+b
—y+z+t=z2z+a
—r+z+t=t+0b,

qui est équivalent a

z=x+a
t=y+0
a=>b,

On peut choisir a = b =1, ce qui donne V = (1,1,1,1) et W = (0,0, 1,1) par
exemple. On aura donc A = PJP~! avec

1000 1110
0100 1010
J=1 001 1| ¢ P= 111
000 1 101 1



@0 Chapitre 3. Fonction exponentielle

Exercice 3.3 1. Déterminer la décomposition de Dunford de

N

2. Méme question avec

1 1 0
0 2 -1
-1 1 3

3. Méme question avec

-5 0 1
A=|12 6 6
-1 0 -7

Solution 1. Puisque la matrice

N

a une unique valeur propre 2, on peut lire directement sa décomposition de
Dunford sans calculer sa décomposition de Jordan, on a

ER R R

2. De méme, puisque la matrice

1 1 0
0 2 -1
-1 1 3

1 1 0 2 00 -1 1 0
0O 2 -1|=(02O0|+| 0 0 -1
-1 1 3 0 0 2 -1 1 1

3. On s’intéresse maintenant a la décomposition de Dunford de

-5 0 1
A=112 6 6
-1 0 -7

On a déja trouvé la forme de Jordan et une matrice de passage :

6 0 0 0 2 0
J=10 —6 1 ot P=|1 -1 -1
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Il faut maintenant calculer P! et on peut pour cela utiliser la méthode du

pivot :
02 0 100 1 -1 = 010
1 -1 -2 010|—(0 1 0 3500
0 -2 2 001 00 1 503
1oo0 21 2
— 1010 1 00
001 35 0 3
si bien que
n Lo
Pl'=11 00
Poy

Pour trouver la décomposition de Dunford, il suffit de calculer la partie nilpo-
tente (ou la partie diagonalisable au choix) :

0 2 0 000 % 1 %
N=|1 -1 -3 001 5 00
0 -2 2 000 5 0 3
0 2 0 0 00 1 0 1
R B R e
0 -2 2 0 00 -1 0 —1
On obtient finalement la décomposition de Dunford :
-5 0 1 —6 0 0 1 0 1
12 6 6 | = % 6 % + _% 0 _%
-1 0 -7 0 0 —6 -1 0 -1

Exercice 3.4 1. Calculer

([ 50])

2. Calculer
1 4 —4
exp 3 2 —4
3 =3 1
3. Calculer
-5 0 1

exp 12 6 6
-1 0 -7
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Solution 1. On connait la décomposition de Dunford

RN EIR R

et on en déduit

o[ 2 ])=eo (6 8])ee ([ 1))

puisque

(ERY R PR ]

2. On sait que

1 4 -4 1 01 1 0 0 1 -1 1
3 2 —4|=]1111 -2 0 -1 1
3 =3 1 1 10 0 0 5 0 1 -1

et on en déduit que

1 4 -4 1 01 e 0 O 1 -1 1
exp 3 2 —4 =111 0 e2 0 -1 1
3 -3 1 | 11 0]]0 0 ¢ 0 1 -1
(1 0 1] [ e —e e
=111 —e2 e 2 0
(1 10]] O ed ed
[ e —e+é€° e+ e
=|le—e? —ete?+e® etéd
le—e?  —e+e? e
3. On rappelle que
-5 0 1 —6 0 0 1 0 1
2 13 1
12 6 6 |=|2 6 2 |+|—-35 0 -2
-1 0 -7 0 0 —6 -1 0 -1
avec
-6 0 0 0 2 0 6 0 O 21 3
25 13 13 1
T 6 5 |=|1 -1 —3 0 -6 0 5 00
0 0 —6 0 -2 2 0 0 -6 5 0 1
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On calcule alors
I 0 0
-2 0 -3 | = 0 0
-1 0 -1 00
si bien que
1 0 1 1 0 0 1 0 1
ex -1 0 -1 =(010|+]|—-%0 -1
P 2 2 = 2 2
-1 0 -1 | 0 0 1 -1 0 -1
[ 2 0 1
= _% 1 _%
| -1 0 0
On calcule ensuite
-6 0 0 [0 2 0 1[e* 0 0 % 1
exp % 6 % =1 —1 —% 0 e% 0 % 0
0 0 —6 0 -2 2 | [0 0 ¢f 50
[0 2 0o 17 %eﬁ b 566
=1 -1 - 9 0 0
0 -2 2 | [ 3¢9 0 e
[ e 6 0
_ %(66_6 6) b 5(66_676)
i 0 0 e~ 6
Et finalement
-5 0 1 -6 0 O 1 0 1
exp 12 6 6 = exp % 6 % exp —% 0 —%
-1 0 -7 0 0 —6 -1 0 -1
[ e 6 0 0 2 0
= 3—2(66—6_6) b %(66—6_6) —% 1
i 0 0 e 6 -1 0
[ 2¢ 76 0 e 6
= | 5;(25e® —37e7%) b L(13e%—25¢7%) | .
i —e 6 0 0
. 3 1
Exercice 3.5 1. Calculer exp(tA) avec A := INEERE
. ) 0 1
2. Méme question avec A := { 10 } )

3. Méme question avec

1 4
A=13 2
3 =3

—4
—4
1

wi= ORI

N[ =
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4. Méme question avec

-5 0 1
A= 12 6 6
-1 0 -7
. I : 3 1
Solution 1. On considére la matrice A := [ 11 ] On rappelle que A =
21, + N avec N = { _11 _11 } si bien que exp(tA) = e* exp(tN). On calcule

o) = [ 3 9] e[ 4 ][]

et on en déduit que

| (4 )e* te?

N { —te?t (1 —t)e* ] '

0 1
-1 0

D::{Z O.}, P::[l. 1.] et P_lzl{l _Z}
0 —2 T —1 211 =2

On en déduit que

1+t t]

_ 2
exp(tA) =e [ ¢ 1—+

2. On considére la matrice A := { } . On sait que A = PDP~! avec

exp(tA) = Pexp(tD)P~*

101 et 0 1 —i
T —1 0 e 1

1 1 et —je't

) e~ jeit

et e —jelt 4 e

Z'eit . Z'e—it eit + e—it

| cos(t) sin(?)

- [ —sin(t) cos(t) ] '

3. On considére la matrice

N = DN~ DN~

1 4 -4
A=13 2 -4
3 =3 1

On a vu que A = PDP~! avec

1 0 0 1 01 1 -1 1
D=0 20|, P=|111 et Pl=|-1 1 0
0 0 5 110 0 1 -1
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On en déduit que
exp(tA) = Pexp(tD)P™*

1 01 et 0 0 1 -1 1
=111 0 e 0 -1 1 0
| 1100 0 edt 0o 1 -1
[1 0 1] [ e —e ¢
=|111 —e7 2 72
11 0][ O eSt edt
r ot et 4 et et 4 5t
=| e—e? —el4e 24t el e
ot — o2t et 4 o2 ot
4. On sait que si
-5 0 1
A=1]112 6 6 |,
-1 0 -7
alors A= PDP~' + N avec
1 0 1 6 0 0
N=|-30-3|, D=|0 -6 0 |,
-1 0 -1 0 0 —6
25 13
0 2 0 51 5
P=|1-1 -2 | e P'=|35 00
1
0 -2 2 5 0 3
On a donc
exp(tA) = Pexp(tD)P ' exp(tN).
On a N2 =0 et donc
1+t 0 t
exp(tN)=I;+tN=| -t 1 -1
—t 0 1-—t
On calcule ensuite
[0 2 0 ] [e® o0 0
Pexp(tD)P7'= |1 -1 —£ 0 e 0
|0 -2 2 | [0 0 e 6t
r 1 25,6t 6t 13 6t
_ 2 21 013 124?6t 60 245
B L, = ?e—ﬁt 1,6t
| 0 =2 2 || ze 0 se
B —6t 0 0
_ g(em e=6l) bt g(eat e=6)
i 0 0 e 6t

wim O R|E
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et finalement

—6t 0 0 1+t 0 ¢t
exp(tA) _ §<66t . 67615) 0t 5(6& . 876t> _% 1 _%
i 0 0 e~ 6t -t 01—t
_ (1 + t)676t O t€f6t
= | 5(25e% — 25670 — 12te76t) 6 L(13e8 — 1376 — 12te~)
I —te™o 0 (1—t)e™™



4.1

Définitions et exemples

Nous ne considérerons ici que les systémes différentiels ezplicites d’ordre un (lais-
sant le lecteur imaginer la formulation dans le cas implicite et/ou d’ordre supérieur).

Définition 4.1.1 Un systéme différentiel (explicite d’ordre un) est une égalité

(&) (1) = f(t,x(t)) (4.1)

ou x : I — FE est une fonction vectorielle dérivable définie sur un intervalle
a valeurs dans un espace vectoriel normé F et f : U C R x E — E est une
application vectorielle. Si I’égalité est satisfaite pour tout ¢ € I, on dit que = est
solution du systéme.

En pratique, on écrit simplement =’ = f(¢, ). Lorsque z est solution, on dit aussi
que I'image de la fonction vectorielle x est une courbe intégrale du systéme.

Remarques 1. Lorsque F = R, un systéme différentiel est la méme chose qu’une
équation différentielle (explicite d’ordre un) mais la notion de courbe intégrale
est légérement différente.

2. Lorsque E = C, il s’agit d’une équation différentielle complexe.
3. Lorsque E = R", on dit systéeme différentiel de rang n. Se donner x revient a
se donner n fonctions réelles en une variable :

il =R, t—ux(t), i=1,...,n.
Se donner f revient a se donner n fonctions réelles en n + 1 variables :

fi:UCRXR" =R, (t,x1,...,2,) = fi(t,x1,...,2,), i=1,... n.
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Le systéme s’écrit alors
2y (t) = fi(t,x1(t), ..., za(t))
: (4.2)
xl (t) = fult,z1(1),. .., x,(1)).
On a bien sir une interprétation analogue lorsque £ = C" ou E = M,,».,n(R)
(idem sur C).
Exemples 1. Equations de Lotka-Volterra :
{ v’ = x(a— Py)
y =y(oz — 7).

On ne sait pas écrire explicitement les solutions.
2. Une solution non nulle du systéme différentiel

{ ¥ =3r+y
/ —

y=-x+y
est donnée par

x(t) = e

y(t) = —e*

(vérifier!). La courbe intégrale est une demi-droite (car > 0) de pente —1.
3. Plus difficile : une solution non nulle de

I 1
I/_y—i_cos(t%
y :_x+sin_(1t)

sur |0, /2] est donnée par
{ z(t) = In(tan(t)) sin(t)
y(t) = In(tan(t)) cos(t)

(vérifier!). La courbe intégrale est plus compliquée a se représenter (voir figure
4.1) mais on voit aisément que (x,y) — (0, —00) quand t — 0, que (z,y) —
(400,0) quand t — 7/2, et que, lorsque t = /4, on a (z,y) = (0,0) et
(z',y") = (v/2,4/2) si bien qu’alors ' /2" = 1.

Remarques 1. Résoudre une équation différentielle explicite d’ordre n

e (t) = f(t,x(t), 2 (t), ..., 2"V (1))

est équivalent a résoudre le systéme différentiel (d’ordre 1 et) de rang n

) = Iy
rh = 13
(4.3)
o, = x,
| x! = f(t,z1(t),...,z,(t))

en posant r = x.
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FIGURE 4.1 — Courbe intégrale de 2/ =y + — <. ¢/ = —x + ——

cos(t)’ sin(t)
A
1.6 1
08 T
y
2 1 0 1 2 ] ) 5 6 7
X
8T
6+
2
-3.
-4
2. Un systéeme de rang n est dit triangulaire si, pour tout i = 1,...,n, f; ne
dépend pas de x1,...,x;_1. Autrement dit, le systéme est de la forme

( mll(t) = fl(tvml(t)a""mn(t))
— Rt as(t), .

P ) = ot e (8, (1)
L x’n(t) - fn(t,a:n(t)).

Pour résoudre un tel systéme, on cherche d’abord x,, que 'on remplace dans
I’équation du dessus pour trouver x,_q, etc.

Définition 4.1.2 Une condition initiale est une égalité
x(ty) = v

ou v € E est un vecteur, x : I — F est une fonction vectorielle définie sur un
intervalle I et tg € I. Un probléme de Cauchy est la conjonction d'un systéme
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différentiel et d’une condition initiale :

Z'(t) = f(t,z(t)) et xz(ty) = v. (4.4)
Exemple Quand E = R" ou C", se donner v revient a se donner n nombres réels
ou complexes k1, ..., k,, et les conditions initiales se réécrivent

r1(to) = k1
: (4.5)

Définition 4.1.3 Un systéme différentiel linéaire (explicite d’ordre un) est une
égalite

(&) 2'(t) = a(®)(x(t)) + b(t).

ott z : I — E est une fonction vectorielle dérivable et a : [ — L(E) et b: [ — E
sont des fonctions continues. Le systéme est a coefficients constants si a est
constante (mais pas nécessairement b). Le systéme est homogéne si b = 0. En
général, le systéme homogene associé est le systéme

(&) (1) = alt)(z(t)).

En pratique, on écrit (€) 2’ = a(t)(x) + b(t) et (&) 2’ = a(t)(x).

Remarques 1. Lorsque FF = R, c’est la méme chose qu’une équation différentielle
linéaire explicite d’ordre un.
2. Lorsque 2 = R", le systéme s’écrit de maniéere plus conventionnelle sous la
forme

2y (t) = ap (t)x1(t) + - - + app(t)za () + b1(2)
: (4.6)
2 (1) = a1 ()z1(t) + - - + anp(t) 20 (t) + bo(2).

n

3. En écriture matricielle, le systéme s’écrit donc

Ill a1 (t) o Qip (t) T b1 (t)
3 N : 3 I
x! a1 (1) -+ apa(t) Ty b, ()
ou encore

X' =A@)X + B(t).

Exemples 1. Résoudre une équation différentielle linéaire explicite d’ordre n est
équivalent a résoudre un systéme différentiel linéaire de rang n. Traitons le cas
d’une équation d’ordre 2 :

a(t)z"(t) + b(t)2'(t) + c(t)z(t) = g(¢).
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Celle-ci correspond au systéme

_ e b 4.7
v = Do) - My) + 49 0

si la fonction a ne s’annule pas sur I. On trouve donc un systéme linéaire avec

A(t):[_L _@] et B(t)=[g<t)]-

t = 2
a(t) a(t) a(t)

2. Résoudre un systéme différentiel linéaire triangulaire revient a résoudre une
suite d’équations différentielles linéaires. Traitons le cas de rang 2 :

{w’(t) = a(t)z(t) + b()yt) + f(t)
y(t) = d(t)yt) + 9(t)

On commence par la seconde équation y'(t) = d(t)y(t) + g(t). On cherche
une primitive D(t) de d(t) puis une primitive G(t) de g(t)e P® si bien que
y(t) = (G(t) + k)eP® avec k € R. On remplace dans la premiére équation pour
trouver

o' (t) = a(t)z(t) + b(t)(G(t) + k)ePD + f(t).

On cherche une primitive A(t) de a(t) et une primitive F(t) de (b(¢)(G(t) +
E)eP® 4 f(t))e=4® et on a donc x(t) = (Fi(t) + 1)e*® avec k,1 € R.

4.2 Systémes différentiels a coefficients constants

Dans cette section, on travaille sur R mais les résultats restent valables sur C. On
se donne une matrice A € M,,(R) et une fonction continue B : [ — R™. On considére
les systémes différentiels linéaires

(E): X' = AX + B(t) et (&): X' = AX,

et on cherche leurs solutions.

Proposition 4.2.1 Soit V' € R™ un vecteur (colonne) propre associé & une valeur
propre A (pour A). Alors,

X(t) =MV

est une solution pour (&). Idem sur C.

Démonstration. On a
X'(t) = MMV = MAV = MAV = ANV = AX(1). u
Exemple On considére le systéme

¥ =3r+y
Yy =-z+y.
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1 .
On a vu que le vecteur { 1 1 est un vecteur propre associé a la valeur propre 2.

On en déduit une solution du systéme

Corollaire 4.2.2 Soit V + W un vecteur (colonne) propre associé¢ a une valeur
propre complexe o + 3. Alors
X (t) := e cos(Bt)V — e sin(St)W
(et aussi := e cos(St)W + e sin(Bt)V)

est solution du systéme différentiel X’ = AX.

Démonstration. En effet, on a
X(t) = Re(e ™YV +iW))
et 'autre solution s’obtient en considérant la partie imaginaire. [ |

Exemple On considére le systéme

=y
y = —u.
1

1 .10
Onavuquelevecteur[i]—{o}%—z{l

valeur propre i = 0+ 4 x 1. On en déduit une solution du systéme :

{x(t) = cos(t)

y(t) = —sin(t).

est un vecteur propre associé a la

Proposition 4.2.3 Supposons A diagonalisable sur R. Soient Vi,...,V,, € R™ une
base de vecteurs propres associés aux valeurs propres A, ..., A, € R. Alors, le (&)
a pour solutions les

X(t) =k eMVi + - + ke,

ou kq,...,k, € R. Idem sur C.

Démonstration. On écrit A = PDP~! o

M O - 0
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On fait le changement de variables Y = P~'X si bien que X = PY et X' = PY".
Le systéme devient PY’ = APY ou de maniére équivalente Y’ = P7'APY = DY . 1l
résulte alors du cas n =1 que

kle)‘lt ]{71€>\1t
y=| : ot X=PY=[Vi---V,]| :
knert knett
qui fournit la formule annoncée. [ |
Remarques 1. Alternativement, la conclusion dit que (eM'V;, ... eM!V,) est

une base de solutions.

2. Comme conséquence, on voit que les solutions forment un espace vectoriel de
dimension n.

3. Le changement de variable X = PY fonctionne toujours lorsque A est seulement
trigonalisable, c’est a dire A = PJP~! avec J triangulaire, auquel cas 1'équation
devient Y’ = JY qui est triangulaire et donc plus simple & résoudre.

4. Le changement de variable X = PY fonctionne toujours si A n’est pas une
matrice constante tant que P est constante. Mais dans le cas contraire, la
méthode capote car on a alors X' = P/(t)Y + P(t)Y".

Corollaire 4.2.4 Supposons A diagonalisable sur C. Soient Vi, ..., V, des vecteurs
propres associés aux valeurs propres réelles Ay, ..., A\, et Voo Wy, ... Vs +
1W, s des vecteurs propres associés aux valeurs propres imaginaires oy +if31, . . ., ast

iBs. Alors, (&) a pour base de solutions les
eV, i=1,...r

e’ cos(Bit)Vyys — e sin(Bit)Wyopy, i=1,...8,
e cos(Bit)Wypi + e* ' sin(Bit)Vygi, i=1,...5s. A

Exemple On veut résoudre le systéeme différentiel

¥=x+y
Yy =—x+2y+z
2 =x+z.

On a vu qu’il y a une valeur propre réelle 2 et deux valeurs propres imaginaires 1 + ¢
avec vecteurs propres associés

1 1 0
1 et 02| 1
1 0 -1

On trouve donc comme base de solutions complexes
o2t ot it

e?t jetti et (par conjugaison) —ie
o2t ettt - t—it
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On calcule ensuite

et e'(cos(t) + isin(t)) e’ cos(t) e’ sin(t)
ie™ | = | e'(—sin(t) +icos(t)) | = | —e'sin(t) | +i | € cos(t))
—jettn el (sin(t) — icos(t)) e’ sin(t) —e' cos(t)

On en déduit une base de solutions réelles

e?t e’ cos(t) e’ sin(t)
e |, —e! sin(t) et e Cos( )
et e’ sin(t) —e' cos(t)

Autrement dit, les solutions du systéme sont les

x = ae* + be' cos(t) + ce' sin(t)
y = ae® — be'sin(t) + ce’ cos(t)
z = ae®® + be' sin(t) — cet cos(t)

avec a,b,c € R.

Remarque Dans la situation de la proposition (et du corollaire), on peut utiliser
la méthode des coefficients indéterminés (ce qui évite de calculer une matrice de
passage ou d’utiliser les nombres imaginaires). On sait que la solution est de la forme

kpett 8 _O . 0 et
X=P : =P O T : = CE(t).
ke nt R (] ent
0 0 k,

avec C' € M,,(R). On cherche donc une matrice C' telle que X (t) = CE(t) et on
résout C'E'(t) = ACE(t) avec

€>\1t )\1 ez\lt
Et)=| : | e E®=| : |. (4.8)
et Are)\rt

Dans le cas de valeurs propres complexes, on fait pareil avec

oM
PO= | Gt | o EO= | o) = oomin)
cstst) et cos(But)  fsin(A))
| e*'sin(fst) | L e (Bs cos(Bst) + agsin(Bst)) |
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Exemple Pour résoudre

=y
y/:_xa

on pose

{ z(t) = acos(t) + bsin(t)
y(t) = ccos(t) + dsin(t)

et on considere donc le systéme

{ —asin(t) + beos(t) = ccos(t) + dsin(t)
—csin(t) + dcos(t) = —acos(t) — bsin(t).

Il faut résoudre

—a =
b = ¢
—c = —b
d = -—a,

ce qui donne d = —a et ¢ = b. On trouve donc pour solution les

{ x(t) = acos(t) + bsin(t)
y(t) = bceos(t) — asin(t)

avec a,b € R.

Théoreme 4.25 Si A € M, (R), alors I’équation X’ = AX a pour solutions les
X(t) = exp(tA)V avec V € R™. Idem sur C.

Démonstration. On fait le changement de variable X = exp(tA)Y. Il résulte du
théoréme 3.3.9 et de la proposition 3.3.7 que

X' = Aexp(tA)Y + exp(tA)Y".
Puisque exp(tA) est inversible, on a
X' = AX & exp(tA)Y' =0, &Y' =0, Y =V eR". n

Remarques 1. Il résulte de la proposition que ’ensemble des solutions de (&)
est un espace vectoriel de dimension n.
2. Le probléeme de Cauchy

X'=AX et X(t) = Xo

a pour unique solution X (¢) = exp((t—ty)A)Xo. En effet, on a exp(tgA) K = X
si et seulement si K = exp(—tyA) X, et donc

X (t) = exp(tA) exp(—toA) Xy = exp((t — t9)A)Xp.
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Exemple On veut résoudre le probléme de Cauchy :
" =—x avec z(0)=2'(0)=1,
ou, ce qui revient au méme, le systéme différentiel
=y z(0) =1
{ J = avec { y(0) = 1.
On le réécrit sous la forme X' = AX et X(0) = X, avec

0 1 x ;|2 !
R M O M R Y
On a donc

X =exp(tA)Xo = [ cost  sint } [ 1 } _ [ cost +sint }

—sint cost 1 —sint + cost
si bien que z(t) = cost +sint (et y(t) = cost — sint).

Remarque On peut appliquer la méthode des coefficients indéterminés méme quand
la matrice n’est pas diagonalisable (ce qui évite de calculer une matrice de passage
et surtout son inverse ainsi que d’utiliser des nombres imaginaires). Il faut pour cela
modifier le vecteur E(¢) introduit dans la remarque ci-dessus en tenant compte des
blocs de Jordan. En effet, si

A 1 0 - 0
0 :
Jo=|: . .
: |
0 - o 0 A
est un bloc de jordan de taille k, alors alors
[ oMt et %e)\t %e” 7
0 . :
exp(tJ) = | + .. . .. ge)af
: - . teM
0 - .- 0 e ]

(le calcul est laissé en exercice). Dans le vecteur E(t) il faudra donc remplacer la suite
des e par la suite e, teM, t2eM, ... tF71eM et lorsque A = a + i3 est imaginaire il
faudra faire la méme chose avec les vecteurs e® cos(t) et e* sin(t).

On aura donc en général une base de solutions de la forme

6/\115‘/1,07 te)\lt‘/l,l s thlile)\lt‘/l,k” s 76)\Tt‘/7‘,07 e)w‘t‘/T,O s 7tkT716)\Tt‘/;“,kr'
Dans le cas des valeurs propres complexes, on aura méme
6/\it‘/;'70, c. ,tkiile)\it‘/i,ki,’l’ = 1, LT
a;t li—1 ot .
e cos(Bit)Viyio, - .-t e¥ cos(Bit)Vogin, i =1,...8
e“sin(Bit)Wytio, - - glimleait sin(Bit)Wysi, i =1,. .. s.
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Exemple On a vu que la matrice

-5 0 1
A=1]12 6 6
-1 0 -7

a une valeur propre simple 6 et une valeur propre double —6 et qu’elle n’est pas
diagonalisable. Donc, pour résoudre

¥ =—-br+z2
y' =12z + 6y + 62
2 =—x—Tz,

on pose

z(t) = aeb + be 0 + cte™0
y(t) = de® + le 5 + fte O
z(t) = geb + he 5 + kte 0

et on considére donc le systéme

6ae® + (—6b + ¢ — 6et)e " = (=5a + g)e” + (=5(b +ct) + (h + kt))e™™
6deS + (=61 + f — 6 ft)e%" = (12a + 6d + 6g)e® + (12(b+ ct) + 6(1 + ft) + 6(h + kt))e*
6geSt + (=69 + h — 6kt)e % = (—a — 7g)eS + (= (b + ct) — 7(h + kt))e .

Il faut résoudre

( 6a = —5Sa+g
—6b+c = —-db+h
—6¢ = —b5c+k
6d = 12a+ 6d + 6g
—6l+ f = 120+ 6]+ 6h
—6f = 12c¢+6f + 6k
6g = —a-—1g
—6g+h = —b—Th

| —6k = —c— Tk,

et on trouve successivement a = g = 0,k = —¢,f = —¢/2,h = c—Dbet ] =

—(12b+ 13¢)/24 si bien que

z(t) = be % + cte™ O

_ 6t 12b+13c ,—6t cy,—6t
y(t) = d@ — TG — §t€

z(t) = (¢ — b)e % — cte 6
avec b, ¢, d € R. Alternativement, en utilisant I’exponentielle de matrice, on trouve

z(t) = ae™® + (o + y)te ™
y(t) _ 2505—1—22445—1—13"/6615 . 25042—;1376—61& . aTﬂte_Gt

2(t) = ve % — (a + y)te O

avec «, 3,7 € R et on vérifie que c’est bien la méme chose.
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Théoreme 4.2.6 — Variation de la constante. Les solutions de (€) sont les X (t) =
exp(tA)U(t) avec U'(t) = exp(—tA)B(t).

Démonstration. 1l suffit de faire le changement de variable X = exp(tA)U. Détails
en exercices. L

Exemple Résoudre

! 1
X _y+cos(t)
y/:_$+ 1

sin(¢)

sur |0, 7/2].
Dans cette situation, on a

| cos(t) sin(?) A — ex ~1_ | cos(t) —sin(?)
exp(tA) = [ — sin(¢) cos(t)] et exp(—tA) = exp(td) [sin(t) cos(t) }

On cherche donc deux fonctions dérivables u et v telles que

KR E el |

sin(t) cos(t)

On a donc

u(t) | k
[ v(t) ] N [ In(tan(t)) +1 ]
avec k,l € R (plus précisément on a
v(t) = —In(cos(t)) + In(sin(¢)) + | = In(tan(t)) + 1).
Finalement :
x(t) | | cos(t) sin(t) k
[ y(t) } n { —sin(t) cos(t) } [ In(tan(t)) + 1 }
t))sin(t) + k cos(t) + [ sin(t) ]

Remarque On peut aussi résoudre (£) par changement de variable. Voici la mé-
thode : on désigne par J la matrice de Jordan, par P une matrice de passage,
et on pose Y = P71X si bien que X = PY et X’ = PY’. Le systéme devient
PY’ = APY + B(t) ou de maniére équivalente Y’ = JY + P71 B(t).

Exemple Résoudre le systéme

1’ = 62 + 3y — 3t + 4e3t
Y = —dx —y + 4t — 4.

On Décrit sous la forme X’ = AX + B(t) avec

[ 6 3 [ -3¢t det
A_{—zx —1} et B“)_[ At — 4ePt }
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On a montré que A = PDP~! avec

J2o0 [ 3 1 R I
D._[Og], p._[_4 _1} et P _[4 3]

On fait le changement de variables X = PU qui donne U’ = DU + C(t) avec
R I B O B B e e I I
C) =P B = { 403 || at—aed | T aen |

Si on écrit U = [ z } , on doit donc résoudre le systeme

u =2u—t

v = 3v + 4e.
qui est en fait composé de deux équations linéaires du premier ordre que ’on sait
résoudre. On trouve

t 1
u(t) = 5T ke et w(t) = 4te® 4 I,

On calcule alors

t 1 2t 3t , 3 3t 2% 3t
X(t):PU(t):{ 3 1 }[2+4+ke ]_[2+4+4te + ket + le

—4 -1 4tedt - 1e3t | T | =2t — 1 — 4tedt — dke?t — et
et on peut donc conclure :

a(t) =2 + 3 4+ 4ted + 3ke® + e
y(t) = =2t — 1 — 4ted — dke® — [e¥

avec k,l € R.

Systémes différentiels linéaires

Dans cette section, on travaille sur R mais les résultats restent valables sur C.
On se donne un intervalle I ansi que deux applications continues A : I — M™(R) et
B : I — R™. On considére les systémes différentiels linéaires

(£): X' = AW)X +B(t) et (&): X = AW)X,

et on étudie leurs ensembles des solutions respectifs S et Sy.

Théoreme 4.3.1 — Cauchy-Lipschitz. Un probléme de Cauchy linéaire

X' =AWX + B(t) et X(to)=V (4.10)

posséde une et une seule solution.

Démonstration. On peut supposer que I = [a,b] est un intervalle fermé borné :
I'unicité dans ’assertion implique que les solutions se recolleront automatiquement
et de maniére unique.

On munit
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e R" de la norme infinie ||(z1,...,z,)|| = max{|z1],..., |za|},
\

e M, (R) de la norme subordonnée [|A|| = sup, ‘H 2l

Bl

en posant

¢ C([a,b],R"™) de la norme infinie || f|| := sup,<;<, ||
On définit par récurrence une suite de fonctions sur [a,

Xo(t)=V et Xpi(t)=V+ /t (A(T)X(T) + B(7))dr.

to
On va montrer par récurrence la majoration

|t|

1Xk(t) = Xea O < AP ANV + 1B
pour a <t <betk>1. On a bien
t
1 X1() — Xo(t)|| = / (A(T)V + B(7))dr
to

< 1AMV -+ BIDTE = tol

et on aura

[ Xk1a(t) = Xe(®)]| = / A(T)(Xpeya (1) = Xie(7))dT

to

< HAH/ [ Xk () = Xi(7))lld7

k

-

< 4] / AP granvi + 12 = ar
T — tk
— AL ANV + 1B1) / It
t_t|k+1
= ||A]|F(]|A gt =t
JAIAN Y+ 13D

Cette majoration est un critére de convergence (simple) pour la suite X vers une
fonction X. En fait, on a la majoration uniforme

B b—a)k
1 Xk = Xl < JAIF LAV + IIBII)%

qui implique que X est une fonction continue et que pour tout ¢ € [a,b], on a

t
Xt)y=V+ / (A(T)X (1) + B(r))dr.
to
Cela implique que X est dérivable sur [a,b] et que les conditions (4.10) sont bien
satisfaites.
Pour obtenir 'unicité, il suffit de montrer (en faisant la différence entre deux
solutions) que

X' =A@t)X et X(tg) =0, = X =0,.
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On montre alors par récurrence sur k que

Il < japixi= el

0
si bien que X (t) = 0. En effet, I'inégalité est satisfaite pour k = 0 par définition et
on aura

/ CA()X (1)

to

()1 = |

<

||T t0|k H

|t t0|k+1
< HAHkHHXHW-

Remarques 1. Il existe un théoréme de Cauchy-Lipschitz plus général pour les
systemes différentiels qui ne sont pas linéaires avec une démonstration analogue.
Il est basé sur le lemme de Gronwall et requiert des conditions lipschitziennes
sur lesquelles nous ne souhaitons pas nous étendre.
2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz prédit 'existence et I'unicité de la solution
mais ne fournit en aucun cas une méthode de résolution du systéme.

On rappelle qu'une application f : £ — F entre deux sous-espaces affines est
affine s'il existe v, € E tel que I'application (entre les espaces directeurs)

fo:Eo— Fo, v— f(or+v)— fvr)

est linéaire. L’application fy ne dépend pas du choix du vecteur v; et la formule est
alors satisfaite pour tout v; € E. On dit isomorphisme affine si f, ou de maniére
équivalente, fj est bijective. Par exemple, une application constante est affine et une
translation est un isomorphisme affine.

Corollaire 4.3.2 S est un espace affine de dimension n d’espace directeur Sy et on
a, pour tout tg € I, un isomorphisme

S~R", X X(t).

Démonstration. Par linéarité, I’ensemble Sy des solutions du systéme homogéne est
un sous-espace vectoriel et si X; € S,ona X1+ X € § & X € §y. Cela montre que
S est un sous-espace affine d’espace directeur Sy. L’application X +— X (o) est bien
une application affine car c¢’est la restriction d’une application linéaire. Le théoréme
de Cauchy-Lipschitz nous dit qu’elle est bijective. Enfin, comme S est isomorphe a
R™, c¢’est un espace de dimension n. [ |

Définition 4.3.3 Si X3,..., X, : I — R™ sont des solutions de (&), alors leur
wronskien est la fonction vectorielle

Wil =R, te det(Xy(t),..., Xa(t)).
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Exemple On sait que le systéme

=y
y/:_xa

a pour solutions

{ z(t) = acos(t) + bsin(t)
y(t) = beos(t) — asin(t)

avec a,b € R. Une base de solutions est donc donnée par

e B e

Leur wronskien est donc W = cos?(t) + sin?(t) = 1.

Proposition 4.3.4 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Xi1,...,X, forment une base de Sy,
2. Vte I, W(t) #0,
3. W #£0 (c’est a dire 3ty € I, W (ty) # 0).

Démonstration. Supposons que Xi,...,X, forment une base de solutions. Soient
A, A\ € Ret t €1 tels que Y N\ X;(t) = 0. Alors la fonction X := > A\ X, est
solution du systéme et on a X (¢) = 0. Il résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz
que X = 0 si bien que Y A\ X; =0 et donc Ay = --- = A\, = 0 puisque Xj,..., X,
sont linéairement indépendants. Cela montre que X (%), ..., X, (t) sont linéairement
indépendants et donc que W (t) # 0. La seconde implication est triviale. Enfin,
supposons qu'il existe ty € I tel que W (ty) # 0. Cela implique que X;(to), . .., X, (to)
sont linéairement indépendants. Supposons que 1'on ait une égalité Y A\, X; = 0 avec

A,y A € R On aura alors > N\ X;(tg) =0 et donc A\ = --- =\, =0. [ |
Définition 4.3.5 Si X3,..., X, est une base de solutions de (&), alors la fonction
matricielle

R:1— M,(R), tw[Xi(t) - X,(1)]
est une matrice fondamentale du systéme.

Remarques 1. Le wronskien est le déterminant de la matrice fondamentale.

2. Lorsque X, ..., X, sont des solutions, la fonction matricielle R est une matrice
fondamentale du systéme si et seulement si R est inversible (dans 'algébre des
fonctions matricielles). Cela signifie que pour tout ¢ € I, la matrice R(t) est
inversible et on a alors R7'(t) = R(t)~%.

3. Inversement, une fonction matricielle R est une matrice fondamentale si et
seulement si elle est inversible et satisfait 1’équation différentielle homogeéne

R = A(t)R (c’est a dire
(X7 Xl = AD)[Xy - Xn] = [A(D) X1 - A(D) X
dans M, (R).
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4. Lorsque A est constante, alors R(t) := exp(tA) est une matrice fondamentale
puisque R est inversible et R'(t) = AR(t).

5. La matrice résolvante du systéme en ty est la matrice R(t,ty) := R(t)R(to) ™.
Alors, R(t,t9)Xo est I'unique solution a probléme de Cauchy X’ = A(t)X et
X(tg) = Xo.

6. La matrice résolvante est I'unique solution au probléme de Cauchy

X' =A)X, X(to) =1

dans M, (R).
7. Lorsque A est constante, la matrice résolvante est R(t,ty) := exp((t — o) A).

Exemple Une matrice fondamentale pour le systéme

=y
y/:_xa

est donnée par

peeep ([ O L)) = [ ) w0 ]

Pour trouver la matrice résolvante en 7/4, on calcule d’abord

T e
| -4 4]
_ V2 { cos(t) —sin(t) — cos(t) — sin(t) }
2 | cos(t) +sin(t) cos(t) —sin(t) |-

V2

R(m/4)™ = [ 25

SN

2

et on a donc
R(t,7/4) = R(t)R(w/4)~*
_ { cos(t)  sin(t) } [

—sin(t) cos(t)

< [
Sl

|

V2

Théoreme 4.3.6 — Variation de la constante. Si R est une matrice fondamentale,
alors les solutions de & sont les X (t) = R(t)U(t) avec U'(t) = R(t)"'B(t).

Démonstration. Pour alléger la démonstration, on n’écrit pas la variable ¢ (qui n’est
d’ailleurs présente que pour insister sur le fait que les fonctions dépendent de t).
Puisque R est inversible, on peut faire le changement de variables X = RU et
I’équation devient R'U + RU' = ARU + B. Puisque R’ = AR, on trouve RU' = B
et finalement U’ = R™'B. |

Remarques 1. Le théoréme redonne bien siir la méthode de variation de la
constante pour les équations différentielles linéaires explicites d’ordre un :

(&) ' =a(t)r+0b(t).
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En effet, on connait une solution fondamentale e*® ou A est une primitive de
a. C’est ce qui joue le role de R(t). Son inverse est e~ A®) et c’est b(t)e 4 qui
joue le role de U’. On choisit une primitive C' de cette fonction et c’est C' + k
avec k € R qui joue donc le role de U. On multiplie par eA®) pour finir et on
trouve bien x(t) = (C(t) + k)eA®.

On retrouve aussi la méthode de variation des constantes pour les équations
linéaires d’ordre deux. En effet, ’équation

(&) a(t)z"(t) +b(t)2'(t) + c(t)x(t) = g(t)

est équivalente au systéeme X' = A(t)X + B(t) avec

Alt) = [ _%? %a) ] et B(t) = [ g?) ]

t
a(t) a(t) (®)

en faisant correspondre la solution x au vecteur colonne [ o } (si a ne s’annule

pas). Si z et y sont deux solutions de I’équation homogéne

(&) a(t)x"(t) + b(t)x' (t) + c(t)z(t) = 0,

alors le wronskien s’écrit w := o 5, = xy’ — 2'y. Si celui-ci est non nul,
. . x
on dispose d'une matrice fondamentale R := , y/ ] . On cherche donc une
r 'y

fonction vectorielle dérivable U := [ :j } telle que

0 A 1000

et les solutions sont données par la formule

BRI

Autrement dit, on cherche deux fonctions dérivables u et v telles que

{x@w@+y@u@_o

(O (1) + o (t' (1) = L8

et on en déduit la solution particuliere x1(t) = z(¢t)u(t) + y(t)v(t).
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Exercices
Exercice 4.1 Résoudre le systéme différentiel réel
x// — wy/
y// = —wr'
2" =0
ou w est un réel non nul en considérant u = a2’ + iy/.
Solution On aura v’ = 2" +iy” = wy —iwz’ = —iwu. On en déduit que u = Ke ™!

avec K = a +1ib € C ou encore 2’ + iy’ = (a + ib)(cos(wt) — isin(wt)) si bien que
2’ = acos(wt) + bsin(wt)
y' = bcos(wt) — asin(wt)
avec a,b € R, et finalement
z = 2sin(wt) — 2 cos(wt) + ¢
y = Lsin(wt) + £ cos(wt) +d
z=ect+ f
avec a,b,c,d, e, f € R (et on peut supprimer les dénominateurs w puisque a et b sont
des constantes quelconques).

Exercice 4.2 Résoudre les systéemes différentiels suivants

¥=x+2y—=z ¥=y+z
Yy =2x+4y—2z et Yy =—x+2y+=z
Z=—r—2y+z Z=x+z

Solution On considére la matrice

1 2 -1
A= 2 4 =2
-1 2 1

du systeme. Comme celle-ci est clairement de rang 1, son noyau est de dimension
2, ce qui montre que 0 est valeur propre de multiplicité 2 et que le sous-espace
propre correspondant, qui est le noyau, est de dimension 2. La matrice est donc
diagonalisable et comme la somme des valeurs propres est égale a la trace qui vaut
144+ 1 = 6, 'autre valeur propre vaut 6. Le noyau a pour équation z + 2y — 2 =0
et donc pour base (1,0,1) et (2,—1,0) par exemple. On résout ensuite

1 2 -1 a a
2 4 -2 b | =6
-1 2 1 c

On voit immédiatement que 2 X 6a = 6b et —6a = 6¢ et il suffit de prendre (1,2, —1)
comme dernier vecteur propre. On a donc une base de solutions donnée par

1 2 1
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La solution générale est donc

z(t) = a+ 20+ ceb
y(t) = —b + 2ce®
2(t) =a—ce

avec a, b, c € R (pas les mémes que tout a ’heure).
Le second systéme se résout de la méme maniére.

Exercice 4.3 Résoudre les systémes différentiels suivants

v =x+y =y -z
Yy =—x+2y+z et Yy =x+4y—2z
Z=x+z 72 =2x+ 6y — 3z

Solution On considére la matrice

10
A=1] -1 21
1 01

du systéme. On calcule son polyndéme caractéristique

A -1 1 0 A -2 -1 0 1 -1 0
I A=2 -1 |[=]X=2 x=2 -1 |=(X=2)]1 x—-2 -1
~1 0 A -1 A-2 0 -1 1 0 Xx-—1

1 -1 0
=A=2]0 Xx=1 -1 [=A=2((A=1)2+1).

0 1 A —1

Outre la racine réelle A = 2, on trouve deux racines imaginaires conjuguées en
résolvant (A —1)2+1 =0, c’est a dire A =1 =+ i.

Arrivé 1a, il y a en gros deux stratégies. La premiére consiste & dire que z, y et
z sont obligatoirement combinaisons linéaires de e ainsi que des parties réelles et
imaginaires de e'*)* qui sont e’ cos(t) et e’ sin(t). Autrement dit, on écrit

x = ae* + be' cos(t) + ce' cos(t)
y = de** + fe' cos(t) + ge' cos(t)
z = he* + ke’ cos(t) + le' cos(t)

avec a,b,c,d, f,g,h,k,l € R et on remplace dans le systéme afin de se ramener a
trois parameétres (et pas neuf). Je vais suivre I'autre stratégie qui consiste a résoudre
le systéme sur C en écrivant une base de solutions réelles. On cherche un vecteur
propre pour la valeur propre 2 en résolvant

r+y=20
—r+2y+z2=2y ,
T+z=2z
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qui est équivalent & x = y = z et on peut prendre V = (1,1,1). On en déduit une
premiére solution réelle

€2t

X, =&V =| e

€2t

(on peut aussi utiliser cet argument dans la méthode des coefficients indéterminés
pour en déduire qu’obligatoirement a = d = h). On cherche ensuite un vecteur propre
pour la valeur propre 1 + ¢ en résolvant

r+y=(1+1i)x
—r4+2y+z=(1+1iy ,
r+z=(14+1)z

qui est équivalent & y = ix et © = iz (c’est a dire z = —iz) et on peut prendre
W = (1,4, —i). On trouve donc une solution complexe

e+t e’ cos(t) + e’ sin(t)
Xy 41Xy = WeltDt = | 400t | — | _ctsin(t) + ief cos(t)
—je(l+i)t el sin(t) — ie cos(t)

On obtient ainsi notre base de solutions

et el cos(t) el sin(t)
Xi=|¢€e* |, Xy=| —esin(t) et Xz= | elcos(t)
e?t e! sin(t) —et cos(t)

Et on a ainsi résolu notre systéeme différentiel :
r = ae® + be' cos(t) + ce’ sin(t)
7' = ae®® — be'sin(t) + ce' cos(t)

(
2’ = ae® + be' sin(t) — ce’ cos(t).

L’autre systéme se résout de la méme maniére.

Exercice 4.4 Résoudre les systéemes différentiels suivants

' =2y+2z ' = —6x + by + 3z
Yy =—c+2y+2z et Yy = —8x+ Ty + 4z
Z=—x+y+3z Z==2r+y+z

Solution On considére la matrice

0
A= —1
1

NN
W DN DN
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du systéme. On calcule bétement

Ao—2 2 0 A—2 —A2+43\-2

1 X -2 =2 =10 X —1 -\ +1

1 -1 A =3 1 —1 A =3
B 1 —A+1
=\ -D(-2)|; 1] ‘
—(A—1)(A—2)72

On peut alors choisir la méthode des coefficients indéterminés dés maintenant en
écrivant a priori x,y, 2 comme combinaisons linéaires de ef, e?, te*. Mais on va
poursuivre un peu. On cherche un vecteur propre associé a la valeur propre 1 en
résolvant le systéme

20+ 2z =x
—r+2y+2z=y
—r+y+3z=z2

pour trouver y = 0 et x = 2z et on peut donc choisir V := (2,0, 1). On a donc une
premiére solution & notre systéme

2e!
X =€V = 0

et

On va chercher les autres en écrivant a priori x, y et z comme combinaisons linéaires
de €* et te? :
r = ae®’ + bte*
y = ce?t + dte?
z = fe¥ + gte*.
Notre systéme devient alors
2ae® + b(2t 4+ 1)e* = 2(ce? + dte®t) + 2(fe + gte?)
2ce® + d(2t + 1)e* = —(ae® + bte?) + 2(ce® + dte?’) + 2(fe* + gte?)
2fe? + g(2t + 1)e?* = —(ae® + bte?) + ce? + dte?t + 3(fe? + gtet)

et on peut le réécrire

(20 +b=2c+2f (20 +b=2c+2f
2b=2d+ 2g b=d+g
2c+d=—a+2c+2f - d=—a+2f
2d = —b+2d+2g b=2g
2f+9g=—a+c+3f g=—a+c+f
[ 29 =—-b+d+3g  b=d+g
20+ 29 =2c+2f a+g=2f a=2f—g
d=g d=g b=2g
S at+g=2f S at+g=2f & B
b=2g b=2g B

atg=c+f c=f
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r=(2f — g)e*t + 2gte® (=2fe* + g(2t — 1)e*)
y = fe + gte*
z = fe¥ + gte*.

On a donc pour base de solutions

2¢! 2e% (2t — 1)e*
, et et te?t
et €2t t€2t

et la solution générale du systéme est donc

x = 2aet + 2be?* + (2t — 1)e? (= 2ae’ + (20 — c)e? + 2cte?)
y = be* + cte*
z = ae' + be* + cte*

avec a,b,c € R.

Exercice 4.5 1. Calculer le polynéme caractéristique de

2 0 1
A= 1 -1 -1
-1 2 2

2. En déduire e*4.
3. Résoudre le systeme X' = AX.

Solution On calcule

A—2 0 -1 0 22 —4 —X2>+4X -5

-1 X +1 1 =10 XN —1 A—1

1 -2 )\ =2 1 =2 A —2
2A—4 —X24+4X-5

>

=A=D1y 1

=A—1D\—=2)+1)
=(A—1)"

Puisque A a pour unique valeur propre 1, sa forme de Dunford est A =1+ N. On

peut aussi utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton qui nous dit que (A — )3 =0 si

bien que N := A — [ est nilpotente et A =1 + N (et bien str I et N commutent).
On a donc

>

1 0 1 0 2
N=| 1 =2 -1 et N2=10 2 2
-1 2 1 0

D’autre part

t2
exp(tA) = exp(t] +tN) = exp(t]) x exp(tN) = €'l x <[ LN + §N2)
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si bien que
(1+1t)e! t2et (t+ t*)e!
exp(tA) = te! (1 =2t +t2)e! (=t +t?)e!
—tet (2t —t*)et 1+t —t?)e

Puisque la solution du systéme est X = exp(tA)K ou K :=

quelconque, on en déduit les solutions
v =a(l+t)e' + bt?e! + c(t + t?)e
y = ate! + b(1 — 2t + t?)e! + c(—t + t?)e!
z = —ate’ +b(2t — t*)e! + c(1 +t — t?*)e!

avec a,b,c € R.

Exercice 4.6 1. Calculer e lorsque

b
A= a
0

o o Q
L 0O

(on pourra écrire A = al + bN + cN?).
2. En déduire les solutions du systéme différentiel X'

Solution Si on pose

N =

o O O

11
0 1|, ona N?:=
0 0

o O O
o O O

1
0
0

(a,b,c) est un vecteur

= AX.

et N3 = 0. On voit donc que A = al +bN + c¢N? et comme I et N commutent, on

en déduit que

exp(A) = exp(al) exp(bN) exp(cN?).

Bien str, exp(al) = e*I et comme (bN)? =0 et (¢cN?)> =0, on a

exp(bN) =1 +bN + = (bN) et exp(cN?) =1+ cN2

On a donc

exp(A) = (I N + 5 Lo ) (I 4 cN?)

_ e<+bN+( +C)N2)
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Bien str, la formule est encore valide en remplagant a, b, ¢ par at, bt, ct, c’est a dire
A par tA et on en déduit les solutions du systéme

r = ae® + Bbe™ + v(b*/2 + c)e
y = ﬁeat + 'ybe“t
z = e

En fait, on aurait aussi vite fait de résoudre le systéme triangulaire directement en
cherchant z a partir de la derniére équation, remplacant dans la seconde pour trouver
y puis dans la premiére pour trouver .

Exercice 4.7 Résoudre les systémes différentiels suivants

2’ = 62 + 3y — 3t + 4e3t . ¥=x4+2y+t
Y = —dx —y + 4t — 4e¥ Yy = —4x — 3y

Solution On considére la matrice

)

Sa trace (qui est la somme des valeurs propres) vaut 5 et son déterminant (qui est
le produit des valeurs propres) vaut 6. Les valeurs propres sont donc 2 et 3. On
trouve les vecteurs propres correspondant en résolvant 6x + 3y = 2z et 6z 4+ 3y = 3x
respectivement et on peut prendre (3, —4) et (1, —1) respectivement. On peut donc
écrire A = PDP~! avec

20 3 1 R S .
D_[O 3}, p_[_4 _1] ot P _{ L }
Si on écrit le systéme sous la forme X' = AX + B(t), on peut le réécrire X' =
PDP'X + B(t), ce qui est équivalent & P'X’ = DP™'X + P~'B(t). Donc si

on pose U := P7'X, ou de maniére équivalente, X = PU, et C(t) := P~'B(t) le
systéme s’écrit U' = DU 4 C(t). On a

| =3t e -1 -1 —3t+4e* | | —t
B(®) = { at —gem | ctdone Cl)=1 4" 3 At —4e® | T | 4e®
On est donc ramenés a résoudre le systéme
u=2u—t
v = 3v + 4e3!
On résout les deux équations séparément en cherchant d’abord une solution par-
ticuliére. Si on pose u = at + b, 'équation devient a = 2(at + b) — ¢ si bien que
a = 2b = 1/2 et on trouve la solution u = % + i. Si on pose v = ate®, Iéquation

devient a(3t +1)e3" = 3ate + 4¢3 si bien que a = 4 et on trouve la solution u = 4te*.
On en déduit la solution générale

u=1%+2+ae*
v = 4tedt + be?
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avec a, b € R. Pour finir, on calcule

X—PU—[ 31 ][%""i"‘ae%}_[%+%+4tegt+3a62t+be3t

—4 -1 4te3t + bed —2t — 1 — 4te3t — 4ae® — bedt
pour écrire enfin nos solutions

=343 4 4te® + 3ae + bet
y = —2t — 1 — 4te3t — 4ae? — be3t

avec a,b € R.
Pour la seconde, on considére la matrice

)

Sa trace vaut —2 et son déterminant vaut 5. Il y a donc deux valeurs propres
complexes conjugées dont le double de la partie réelle vaut —2 et le carré du module
vaut 5. On trouve donc —1 4+ 2i comme valeur propre puis (1, —1 4 4) comme vecteur
propre en résolvant x + 2y = (—1 + 2i)z. On peut alors procéder exactement comme
ci-dessus mais dans le monde complexe.

Alternativement, on dispose de la solution complexe de I’équation homogéne
associée

142 1 _ cos(2t) 4 isin(2t)

(1420 o t

X(t)=e { -1+ } - © [ (—1+1i)(cos(2t) + isin(2t))
L cos(2t) - sin(2t)

- ° [ — cos(2t) — sin(2t) } te [ cos(2t) — sin(2t)

On consideére alors la matrice fondamentale

g cos(2t) sin(2t)
R(t) = e [ —cos(2t) —sin(2t) cos(2t) —sin(2t) |
Si on fait le changement de variable X = R(t)U, le systeme devient R(t)U’ = B(t)
avec B(t) := é si bien que U'(t) = R(t)"*B(t). On calcule le wronskien w(t) =
det R(t) = e~ et on a donc

Rt =¢

[ cos(2t) —sin(2t) —sin(2t)
| cos(2t) +sin(2t) cos(2t) }

On en déduit

U(t) = te! cos(2t) — sin(2t) } .

cos(2t) + sin(2t)

Il faut alors intégrer pour trouver U(t) et finalement multiplier par R(t).
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Exercice 4.8 Résoudre le systéme différentiel suivant

r=02—-tx+ -1y
{ y=2(1—-t)z+ (2t —1)y

en remarquant qu’une matrice de passage ne dépend pas de t.

Solution On considére la matrice

2t t—1
A':[2(1—t) 2%—1|°

Sa trace et son déterminant valent respectivement
tr(A) =2—t+2t—1)=t+1 et det(A)=2—-¢t)(2t—1)—2(t—1)(1—-t) =t

si bien que les valeurs propres sont 1 et t. On trouve les vecteurs propres associés
en résolvant respectivement (2 —t)x + (t — 1)y =x et (2—t)z + (t — 1)y = tx, ce
qui donne z = y pour la premiére et y = 2x pour 'autre. On a donc nos vecteurs
propres (1,1) et (1,2) (on remarque que ga fonctionne aussi pour t = 1). On peut
donc écrire A = PDP~! avec

|10 |11 4| 2 -1

D_[O t}, P—[l 2} ot P _[_1 1 ]
On a

X' =AX < X'=PDP ' X< P 'X'=DP 'X<U =DU

en posant U := P71X, ou de maniére équivalente, X = PU. On est donc ramenés a
résoudre le systéme

u=u
v =tv
qui a pour solutions u = ae’ et v = be

11 aet at + bet/?
X=PrU= [ 1 2} {bet/2 } o [aet+2bet/2

t/2 et on en déduit que

et donc
z = al + be'l?
y = ae' + 2be'/?

avec a,b € R.
Exercice 4.9 Résoudre le systéme différentiel suivant

x' = 2tx — y + tcos(t)
Yy = x + 2ty + tsin(t)

2 t

en faisant le changement de variables u = ze™ et v = ye~ * dans le systéme
homogéne associé et en appliquant ensuite la méthode de variation des constantes.
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Solution On commence par le systéme homogéne associé

' =2tr—vy
Yy =z + 2ty

Le changement de variables nous donne

u = (2 —2Ax)e™ = —ye ¥ = —v
v = (y = 2y)e " =z =u

En d’autre termes, on a v = —u' et u” = —v' = —u si bien que u = a cos(t) + bsin(t)

et v = asin(t) — beos(t) avec a,b € R. Les solutions du systéme homogéne sont donc

{ x(t) = (acos(t) + bSin(t))dZ
y(z) = (asin(t) — beos(t))e’ .

Afin de faire varier la constante, on récrit le systéme sous la forme X'(t) = A(t) X (¢t)+
B(t) avec

x=[M0] aw=[2 ] « sw=[1w0]

On a vu que les solutions de l'equation homogéne X'(¢) = A(t) X (t) sont les X (t) :=
R(t)V avec

- [0 01 oy o[ ])

sin(t) — cos(t b

Cela signifie que R'(t)V = A(t)R(t)V pour tout vecteur V' ou encore que R'(t) =
A(t)R(t) (cela signifie que R est une matrice fondamentale). On fait varier la constante
en remplacant V par U(t) = [ Zgg } et donc en remplacant X (¢) par R(t)U(t) dans
'equation initiale. Celle-ci devient donc R'(t)U(t)+ R(t)U'(t) = A(t)R(t)U(t)+ B(t),
c’est a dire R(t)U’(t) = B(t). On doit donc maintenant résoudre le systéme

2

{(Umdﬂ+d$ﬂﬂk#:tmdﬂ
(' sin(t) — v’ cos(t))e!” = tsin(t).

Si on multiplie la premiére ligne par sin(t), la seconde par cos(t) et qu’on la retranche
4 la premiére, on va trouver v'e~** = 0 et donc v/ = 0 si bien que v = b € R. Mais on
en déduit alors que ' cos(t)et” = t cos(t) si bien que v/ = te~*" et donc u = —%e*ﬁ +a
avec a € R. Finalement,

o) = e = | o) ) |7 ]

Les solutions du systéme sont donc

{ﬂﬂ:%m“0+mﬂﬂﬂ+mm@ki
y(v) = %Sin(t) + (asin(t) — beos(t))e’.
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Exercice 4.10 Résoudre le systéme différentiel suivant

a:”zx’er’—y
y//:$/+y/—$.

Solution On peut remarquer que (y — x)” = y — x si bien que y — x = ae’ + be™*
avec a, b € R et remplacer y par x + ae' + be™! pour se ramener a une seule équation
en x. On peut aussi faire le changement d’inconnues u = x 4+ y et v = & — y pour
se ramener & deux équations indépendantes. Si on ne voit pas ¢a, on pose z = x’ et
u = 3" pour se ramener & un systéme de rang 4 mais d’ordre 1 :

==z
Yy =u
Z=—y+z+4u
U =—x+2z+u.

On considére la matrice du systéme

0O 0 10
0 0 01
A= 0 -1 11
-1 0 11
et on calcule son polynome caractéristique
A0 —1 0 00 A—1 X—\2
0O X O —1 | |00 X=X X-1
01 Xx—-1 -1 | |01 Xx-1 -1
10 -1 Xx—-1 10 -1 A—1
el A
=AUy

— (= 11— A
=A—-1>3A+1)
Arrivé 1a, on peut utiliser la méthode des coefficients indéterminés avec les fonctions

et el tel t?e! (ce qui fait un systéme a 8 inconnues pour trouver z et i) ou poursuivre.
On cherche maintenant un vecteur propre pour la valeur propre —1 :

z=—-I
U=y
—Yyt+ztu=—=2
—r+z+u=—u.

signifie que z = —x, u = —y et y = —x et on peut prendre (1,—1,—1,1). Arrivé 14,
on a une solution du systéme et on peut en chercher trois autres par la méthode
des coefficients indétermnés avec les fonctions e, te!, t?e! (ce qui fait un systéme a 6
inconnues) ou poursuivre. On cherche des vecteurs propres pour la valeur propre 1 :

2=
u=y
—yt+tztu=z

—x+ 2+ u=u.
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signifie que z = = et u = y et on peut prendre (1,0,1,0) et (0,1,0,1). On ne peut
pas conclure! Il faut trouver un vecteur caractéristique :

Z2=x+a
u=y+b>b
—yt+ztu=z+a
—r+z+u=u+b.

Cela donne a = b, 2z =x +a et u =y + b et on peut prendre a = b = 1 ainsi que
r=y=0et z=wu=1. On a donc une base : (1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,0,1,1). On a
donc A = PJP~! avec

100 0 110 1
011 0 010 -1
T=1001 o et P=1, 71 4
000 —1 011 1
Sion écrit J =D + N avec
100 0 0000
010 0 0010
D=1g01 o0 et N=1\g 90 0]
000 —1 0000

On voit immédiatement que N? = 0. Ca veut dire qu’on peut conclure avec la
méthode des coefficients indéterminés avec les fonctions e, te' (ce qui fait un systéme
a 4 inconnues). Sinon, on peut poursuivre et chercher exp(tA). Les détails sont laissés
au lecteur.

Exercice 4.11 On considére I'équation différentielle
(E):tz"+(1—=2t)2"+ (t—1)x =0, ¢€]0,o00l.

1. Montrer que si x1,zs sont deux solutions de (F), alors leur wronskien
w = xh — x| xg est solution de (F£y) : tw' + (1 — 2t)w = 0.

Résoudre I'équation (Ey).

Veérifier que x; := e’ est solution de (F) et en déduire que x5 est solution
d’une équation (Es) : tz' — tx = Ke' avec K € R.

4. Résoudre I'équation (F3) et en déduire les solutions de (F).

W

: AN A 7 " ! W 7 "
Solution On a w' = x| 24 + z175 — 2{xe — 2|24 = 2125 — 2]x2 et donc

tw' 4+ (1 = 2t)w = t(x12y — x)xe) + (1 — 2t) (w12 — ) 22)
=z (toy + (1 — 2t)xy) — ot + (1 — 2t)2))
= —xl(t — 1)%2 + Ig(t - 1)1‘1
=0
Cela montre que w est bien solution de ’équation (FE;). Celle-ci s’écrit encore

w' = (2 —1/t)w qui a pour solution w = Ke* ") = Ke?/t avec K € R. On vérifie
ensuite que

te' + (1 —2t)e' + (t — 1)e' = 0,
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ce qui montre que x; := e’ est bien solution de (F). On en déduit que si x5 est une
autre solution de (F), alors ez}, — elwy = Ke? /t, c’est a dire taly — txg = Ket et x4
est donc solution de I’équation (Es). Puisque 1’équation homogéne =’ — z = 0 a pour
solution générale x = Le! avec L € R, on fait varier la constante pour résoudre Es.
On pose donc z = ye' si bien que (Fy) devient t(y'e’ + ye') — tye! = Ke, c'est a
dire ty’ = K. On a donc ¢/ = K/t et y = K In(t) + L avec L € R. On remplace pour
trouver x = K In(t)e’ 4+ Le' qui est solution générale de (E») et donc aussi de (F).

Exercice 4.12 On remarque pour commencer que l’équation n’est définie que
pour ¢ €]0, +00[. Résoudre I’équation différentielle t?z” + 4ta’ + 22 = In(t) par
la méthode du wronskien en remarquant que 1/t* est solution de 1’équation
homogéne.

Solution Si x; et x5 sont deux solutions de 1’équation homogéne et qu’on pose
w = x17) — 97, on vérifie facilement que t*w’ + 4tw = 0. Puisque t # 0, on a

donc w' = —%w si bien que w = ke ) = t% avec k € R. D’autre part, on vérifie

aussi aisément que z; := t% est solution de I’équation homogeéne et on a z} = —t%,.
On en déduit alors que si x est solution de I’équation homogéne si et seulement
si t% = t%x’ + t%:c, c’est & dire 2/ = —%:c + t% La solution générale de I'équation
homogéne associée a cette nouvelle équation est x = ke™2™®) = k£ /12 et on fait varier

la constante pour trouver une solution particuliére. On pose donc x = t%y si bien

, Y t2 — 2ty . )
que ¥’ = G et on peut remplacer dans I’équation pour trouver
y't? — 2ty 21 k
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c’est a dire y = k et donc y = kt+1 avec [ € R. On a donc trouvé la solution générale
de I'équation homogeéne =z = t%y = % + tLQ avec k,l € R. Pour trouver les solutions de
I'équation originale, on a plus qu’a faire varier la constante (de nouveau).
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