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1 Fonctions partielles. Courbes de niveau.

Exercice 1.1 Trouver les fonctions partielles auz points (0,0) et (1,2) de
flay) = a2 +92  glr,y)=zy et hlz,y) =2 -1

Exercice 1.2 Trouver les courbes de niveauxr k = 0,1,—1,2,3 des fonctions

flx,y) =22 +y> et g(z,y) = %

Exercice 1.3 Pour chacune des fonctions suivantes déterminer le domaine de dé-
finition Dy et tracer les courbes de niveau k pour les valeurs de k indiquées :

x2+y
f(x,y) L :
f(x’y):w7 k=1,2
zy
ot + gt
f(%y):m? k=2
flr,y)=2—y—|z—yl, keR

Pour la derniere question, traiter séparément k =0 et k>0 et k < 0.

Exercice 1.4 (a) Soit f(x,y) = 2*+y?. Déterminer les courbes de niveauz c de [ et
Uintersection du graphe G(f) de f avec le plan x0z (d’équation y = 0). Représenter
graphiquement G(f).

(b) Soit g(x,y) = x*> —y*. Déterminer les courbes de niveauz c de g et l’intersection
du graphe G(g) de g avec les plan yOz (d’équation x = 0) et Oz (d’équation) y = 0.
Représenter graphiquement G(g).

Exercice 1.5 Associer un des graphes a la fonction z = f(x,y) représentée par ses
courbes de niveau

15x2y26_”02_92

(1) z:=a22 —¢* (2) 2= g (3) z = sin(z) + sin(y)

(4)z=e 4, (5) z=sin(\/z2+12) et (6)z=y"—8y — 42>
Exercices supplémentaires

Exercice 1.6 Dessiner la surfaces S en déterminant les courbes de niveaux et l’in-
tersection de S avec des plans appropriés dans les cas suivants :

i) S={(x,y,2) € R} 2%+ 4y*+ 2% =1},
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i) S ={(z,y,2) € R’ 2®+y*—2*=0}.

Exercice 1.7 Déterminer les courbes de niveaur du graphe G de f(x,y) = xy et
l'intersection de G avec les plans d’équations y = x et y = —x. Représenter graphi-
quement G.

Exercice 1.8 Dessiner la surface S C R3 en déterminant les courbes de niveaux et
lintersection de S avec des plans appropriés pour

S={(z,y,2) eR? 2®+y*—2"=-1}.
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2 Limites et continuité

Exercice 2.1 Soit f la fonction définie par

B 2xy — 1>
f(l',y)— $2+y2 :

Etudier la limite quand (z,y) tend wvers (0,0) de la restriction de f d la droite
d’équation y = ax avec a donné. Montrer que f n’a pas de limite a ['origine.

Exercice 2.2 Soit f la fonction définie par

oy L (2.y) £ 0
si (z
flz,y) =3 2t — 222y + 3y Y
0 si (z,y)=0

i) Etudier la limite quand (x,7) tend vers Uorigine de la restriction de f d la
droite d’équation y = ax, a donné. Montrer que la restriction de f a toute
droite passant par l’origine est continue.

it) Calculer la limite a lorigine de la restriction de f a la parabole d’equation
2
Yy = x°.

iti) Montrer que f n’a pas de limite a l'origine.

Exercice 2.3 Pour une fonction de deux variables on considére trois types de li-
mites :

(A4) i f@y); o (B) lim (lim f(z,y)); - (C) lim (lim f (2, y)).

(z,y)—(ab T—=a y—b y—b T—a
On considere les fonctions suivantes :

7% — 42
2 +y?’

Ty sin siny

fl(xvy): IQ—I—yQ’ f3(SC,y): y ) f4(:c,y)= z

fQ(l',y) =

Montrer qu’en (0,0),
i) Deux de ces trois limites peuvent exister sans que la troisiéme existe.
it) Une de ces trois limites peut exister sans que les deux autres existent.

itt) (B) et (C) peuvent exister sans étre égales.

Exercice 2.4 Décider si les fonctions suivantes peuvent étre prolongées par conti-
nuité au point P.

i) fla,y) = 52— P=(0,0),

2 +y

) z?y

it) f(x,y)=m+3, P =(0,0),
3 13

i) o) = S p (o, -,

w4 (y+1)%
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Z"U) f(a:,y) _ (x_l)Q(y_2> — (y—2>2<l’— 1) P = (1 2)

Exercices supplémentaires

Exercice 2.5 Etudier les limites suivantes :

3y ) 3z — y?
im et lim ——2.
(z.9)—(0,0) 22 4 y2 (z.y)—(0,0) 22 + Y2

Exercice 2.6 Soit f la fonction de R? dans R définie par

T, y) = zf2227 s (z,y) # (0,0);
f(z,y) { 67 si (z,y) = (0,0).

Montrer que
lim lim f(z,y) = f(0,0) = lim lim f(x,y)
z—0 y—0 y—0z—0

bien que lim(, ) —(0,0) f(x,y) n'eziste pas.

Exercice 2.7 Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction de deux variables. Pour étudier
la limite de f(x,y) lorsque (x,y) tend vers (a,b) je five x et je fais tendre y vers b,
puis j’étudie la limite lorsque x tend vers a. Vrai ou fauz ¢

Exercice 2.8 Décider si les fonctions suivantes peuvent étre prolongées par conti-

nuité au point P.
2 _ 2

) @) =5y P=(0.0)
i) f@) = e~ P=(5.0)
i) flo) = ST p e 0,0)
YR e
) S = S P 0,00

Exercice 2.9 i) Etudier la continuité de la fonction suivante :

ysinf, si y # 0
)
0, siy = 0.

f(zv,y)z{

i) Décider si la fonction g suivante définie sur {(z,y) € R%* y # 0} peut étre
prolongée par continuité en une fonction continue définie sur R? :

sin (y) siy#0.

g(r,y) =
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3 Différentiabilité

Exercice 3.1 Soit f une fonction de R? dans R définie par

T
f(l',y) = m pour (l’,y) # (an)
f(0,0)=0

Est-elle continue en (0,0) ? Calculer les dérivées partielles. Est-elle de classe C' ?

Exercice 3.2 Soit f: R*> — R définie par
Ty

0 si (z,y) = (0,0).

si (z,y) # (0,0);
[, y) =

i) La fonction f est-elle continue ?

it) La dérivée directionnelle f,(0,0) existe-t-elle pour tout vecteur v = (a,b) €
R2\ {(0,0)} ? En déduire que f n'est pas différentiable en (0,0).
iii) Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).

i) Montrer en utilisant la définition de la différentiabilité d’une fonction que f
n'est pas différentiable en (0,0).

Exercice 3.3 Soit l'application définie par :

[ 5 si(wy) #(0,0);
f(x’y)_{ 0, si(z,y)=/(0,0).

i) Montrer que f est continue sur R2.

it) Montrer que f posséde en (0,0) des dérivées partielles dans toutes les directions
mais n’est pas différentiable en ce point.

Exercice 3.4 Calculer les dérivées partielles de la fonction

fla,y) = (2 + y*)e™™.

Montrer que f est différentiable sur R2.

Exercice 3.5 Calculer les dérivées partielles de la fonction

Montrer que f est de classe C* sur R*\ {(0,0)}. Trouver la dérivée directionnelle
de f en (0,1) dans la direction (1,1) en utilisant

i) La définition
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it) Le gradient de f

Exercice 3.6 Soit f l'application définie par

22° 4 3xy?
R
0

f(x,y)
£(0,0)
Montrer que f est continue sur R*. Calculer les dérivées directionnelles en (0,0)

dans toutes les directions, puis vf(0,0). La fonction f est-elle différentiable en
(0,0) ?

pour (z,y) # (0,0)

Exercice 3.7 Trouver la dérivée partielle de la fonction f(x,y) = zy* suivant le
vecteur v (1, —2) au point A(2,1).

Exercice 3.8 Trouver la dérivée partielle de z = ye® en P = (0,3) suivant la
direction

i) 6 =30°,

ii) 6 = 120°.
(On peut utiliser la formule : % = g—; cosf + g—; sinf.)

Exercice 3.9 On considére application définie sur R? a valeurs dans R : f(z,y) =
Invx?+y?+ 1.
i) Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

it) Déterminer la norme de V f(x,y). Montrer qu’elle est constante le long du
cercle x* + y*> = 12, ou r est un réel strictement positif firé.

it1) Trouver le maximum de la dérivée directionnelle f!(3,4) avec ||v] = 1.

Exercice 3.10 La puissance utilisée dans une résistance électrique est donnée par
P = E?/R (en watts). Si E = 200 volts et R = 8 ohms, quelle est la modification
de la puissance si E décroit de 5 volts et R de 0.2 ohms ¢

Exercice 3.11 Soit la formule R = E/C. Trouver ’erreur mazimale et le pourcen-
tage d’erreur si C' = 20 avec une erreur possible de 0,1 et £ = 120 avec une erreur
possible de 0,05.

Exercice 3.12 Soit z = f(x,y) une fonction continue de x et y ayant les dérivées
partielles — et — continues. Supposons que y soit une fonction dérivable de x.

ox oy

Alors, z est une fonction dérivable de x.

d
i) Trouver d—z avec z = f(z,y) = 2* + 2zy + 4y?, y = 7.
x

it) Trouver £ et d; avec z = f(z,y) = xy® + 2%y, y = Inwz.
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82 2
Exercice 3.13 Soit Af = —f + ZJ; (le laplacien de f)
i) Calculer Af pour f(x, y) = (2% +4*)". Déterminer les valeurs de « telles que
Af=0.
it) Calculer Af pour f(z,y) =In <(:c2 + yz)k) Déterminer les valeurs de k telles
que Af =0.

Exercice 3.14 Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes en

spécifiant le domaine de définition D :

i) f(z,y) =ylnz,
1

“) g(x,y, Z) = \/m

Le lemme de Schwarz s’applique-t-il sur D ?

Exercice 3.15 Soit

[ ay(55). i (o) # 0,0
f(x’y)_{ S si (@) = (0.0).

0,0) et £1(0,0).

i) Calculer les dérivées partielles premiéres f.(

it) Montrer que
0)=-—1.

" 1
f2y(0,0) = +1 et fi:(0,
Pourquoi ceci ne contredit-il pas le lemme de Schwarz ?

4 4 .
Exercice 3.16 Calculer 5, 6f3, 8528]; et aygwng ou f(z,y) =y’ Inx.

Exercice 3.17 Soit l'application f : R?> — R définie par

SC2 o y2
7:[/2 pour (l',y) 7é (070)

flx,y) = o
f(0,0)=0
Démontrer que [ est différentiable en (0,0). Calculer les dérivées partielles secondes

n (0,0). Conclusion ?

Exercices supplémentaires

Exercice 3.18 Pour chaque application préciser [’existence et le calcul éventuel des

dérivées partielles en tout point ; sont-elles de classe Ct ?

i { flz,y) = si|z] > |yl

)
):1—6 @*+4) Jorsque 2% + 4% > 1
)

Il

o
&2,
E
S}
=
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Z’LZ) f<x7y) - 4 y2 pour (.I',y) 7£ (Oa O)

i) f(x,y) = (2* + y?) sin <J:1y> lorsque zy # 0
f(z,y) = 0 sinon

Exercice 3.19 Trouver d—j lorsque z = x* + 3zy + 5y, x = sint et y = cost.

Exercice 3.20 i) Soit f : R — R une application de classe C* et F(x,y) =
f(Vz? +y?). Déterminer toutes les applications f telles que AF = r avec
r =22+ 12
ii) Soit g : (x,y) — g(z,y) = f(2? — y?,2zy). Exprimer les dérivées partielles de
g en fonction de celles de f
R? - R . .
i17) On pose ¢ : { (r,0) — (rcos(B), rsin(6)) et g = fo¢. FExprimer le Laplacien

de g en coordonnées polaires.

Exercice 3.21 Résoudre, a l'aide du changement de variables x =

u? + 0?2 u
>
v

Y=
2
[’équation aux dérivées partielles :
af of

2xy% +(1+ yQ)@ = 0.

Exercice 3.22 Déterminer l’équation du plan tangent au graphe de la fonction f
au(x) point(s) donnés pour :
i) flz,y) =y*(z® — 1) et le point (1,1)
i) f(x,y) = % + y* et les points (0,0) et (1,1). Représenter graphiquement le
graphe et les plans tangents.

Exercice 3.23 Soit S = {(z,y,2) € R32? + y* + 22 = 1}.
i) Soit P = (o, Yo, 2z0) un point de S tel que zo > 0. Exprimer S comme graphe
d’une fonction dans un voisinage de P. Déterminer [’équation du plan tangent
a S au point P.
it) Méme question pour un P qui vérifie xy < 0.
iti) Montrer que le plan tangent vérifie dans les deux cas xo(x — o) + Yo(y — yo) +
20(z — 29) = 0.

Exercice 3.24 Déterminer toutes les fonctions f telles que pour tout (z,y) € R?,
on ait :

i) g(x,y) =0,
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ii) GL(w,y) =1,
. 2
i) gﬂgy (z,y) = 1.

Exercice 3.25 On considére lapplication définie sur une partie de R? a valeurs
dans R :

flz,y) = \/ln (2x 4+ 3y + 1).

i) Trouver le domaine de définition puis le domaine de continuité de f (faire un
dessin).

it) Calculer les dérivées partielles et trouver leurs domaines d’existence.

Exercice 3.26 Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions données :

i) i, y) = 3wy + e,

ii) falw,y) = ysin(ry + 1),

ZZZ) f3 (l’, y) sm (2z) +my

w) fi(x,y) = \/x2+cosy+1,
v) fs(w,y) = In(z?y?).

Exercice 3.27 Soit

S, si(ay) £ (0,0);
flx,y) =
0, si(z,y) = (0,0).

i) Déterminer la dérivée directionnelle f,(0,0) pour tout vecteur v = (a,b) €
R*\ {(0,0)}.
it) Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).

iti) Montrer en utilisant la définition de la dérivabilité d’une fonction que f n’est
pas différentiable en (0,0).

Exercice 3.28 Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes en
spécifiant le domaine de définition :

i) flo,y) =y

“) f(l’, y) =In xziy2 ;
Le lemme de Schwarz s’applique-t-il sur le domaine de définition ¢
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4 Fonctions implicites

Exercice 4.1 Soit f(z,y) = 2> + 1+ ze¥ — y.

i) Montrer qu’il existe une fonction ¢ telle que, dans un voisinage du point (0, 1),
les relations f(x,y) =0 et y = ¢(x) soient équivalentes.

it) Calculer ¢(0), ¢'(0) et ¢"(0).
i) Ecrire le développement limité & Uordre 2 de ¢ au voisinage de 0.

iv) Représenter I' = {(z,y)|f(z,y) = 0} au voisinage du point (0,1).

Exercice 4.2 i) Montrer que l’équation y*> + x +y = 0 définit une fonction
implicite y = ¢(x) au voisinage de l'origine (0,0).

it) Calculer ¢(0), ¢'(0), ¢"(0) et ¢"(0).
i) Ecrire le développement limité & Uordre 3 de ¢ au voisinage de .

iv) Représenter I' = {(z,y)|f(z,y) = 0} au voisinage du point (0,0).

3,2 _

Exercice 4.3 On considére la fonction F : R® — R définie par F(x,y,2) =z

2ay.
i) Dire pourquoi il n’existe pas de fonction ¢(x,y) définie dans un voisinage U
de (0,0), non-identiquement nulle, telle que $(0,0) =1 et F(x,y,¢(x,y)) =0

pour tout (x,y) € U.
it) Montrer que l’équation F(z,y,z) = 0 définie une fonction implicite z = ¥ (x,y)

au voisinage du point Py = (1,1,1). Calculer les dérivées partielles premiéres

de ¢ en Fy.
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5 Développements limités

Exercice 5.1 Ecrire le développement limité o Uordre 2 pour la fonction f au voi-
sinage du point indiqué. En déduire I’équation du plan tangent.

i) f(z,y) =xy+2*+4y* en (1,2)
i) f(x,y) = 2®y +3zy +y* en (1,2)
iii) f(z,y) =In(1+ 2z 4+ 3y) en (0,0).

Exercice 5.2 Soit f(z,y) = e* cosy.
i) Trouver le développement limité d’ordre 0, 1 et 2 de f au voisinage du point
(0,7/3).
i) En déduire des valeurs approchées de f(—3,% + =5).

Exercices supplémentaires

Exercice 5.3 Soit f : R* — R? la fonction définie par f(z,y) = 2%y + 3y — 2.
i) Trouver le développement a l'ordre 2 de f(x,y) autour de (1,2).
it) Trouver l’équation du plan tangent au graphe de f en (1,2).
iti) Trouver les points du graphe de f qui admettent un plan tangent horizontal
(¢’est a dire paralléle au plan z0y).

iv) Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que 'équation f(x,y) =
0 peut étre écrit (localement) comme y = (x). Plus précisément : Pour chaque
(x0,Y0) qui vérifie f(xo,y0) = 0 on peut trouver un voisinage V de xq et une
fonction ¢ : V. — R tel quef(z,v(x)) =0, pour x € V.

Exercice 5.4 i) Déterminer le développement limité a l'ordre 2 de la fonction
g(x) = €* au voisinage du point 1 et de h(y) = sin(y) au voisinage de .

it) En déduire le développement limité a l'ordre 2 de la fonction f(x,y) = e*sin(y)
au voisinage du point Py = (1, 7).

iii) Calculer f(Py), fo(FPo), fy(FPo), fuu(F0), fuy(Fo) €t fyy(FPo). En déduire le dé-
veloppement limité a lordre 2 de f(x,y) = e*sin(y) au voisinage de Pj.
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6 Formes différentielles et intégrales curvilignes

Exercice 6.1 Déterminer si les formes différentielles suivantes sont des formes dif-
férentielles exactes (ou totales) ?

i) 2(x +y)dz + 2(x — 3)dy
i1) cos(z)dz + sin(y)dy
iit) (x4 y)de + (z — y)dy

Exercice 6.2 Montrer que [’expression

xdz n 1l—a—y
w =
2 + y? Y

dy
est la différentielle totale d’une fonction f que 'on déterminera.

Exercice 6.3 Déterminer si les formes différentielles suivantes sont des formes dif-
férentielles totales ?

i) (siny —ycosx)dx 4 (xcosy — sinx)dy
i) (x? —yz)dx + (y? — zo)dy + (22 — zy)dz

Exercice 6.4 On considéere la forme différentielle
o dx +\/932+y2—:vd

Montrer en passant en coordonnées polaires que w est est la forme différentielle totale
d’une fonction U(p,0) et donner I’équation des courbes U = C'te.

Exercice 6.5 Calculer l'intégrale curviligne

/C(x+y) dz+ (r —vy) dy

ou C est l'arc de cercle défini par x = cost et y = sint, t variant de 0 a 2.

Exercice 6.6 Calculer l'intégrale curviligne

/ny dz + (x +y) dy

ou C est l'arc de cercle défini par x = cost et y = sint, t variant de 0 a 2.

Exercice 6.7 Calculer l'intégrale curviligne

/ (y+2)de+(z+a)dy+ (v +y) dz
c x? + 92

lorsque :
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i) C est le segment de droite allant de A = (1,1,1) a B = (2,2, 2).

it) C est Uhélice définie par x = cost, y =sint et z =t, t variant de 0 a 2.

Exercice 6.8 Clalculer 'intégrale curviligne
/ y? do — 2* dy
r

lorsque :
i) T est le segment de droite allant de A = (1,0) a B = (0,1).

it) T' est l'arc de cercle de centre (0,0), de rayon 1 et d’extrémités A = (1,0) et
B=(0,1).

Exercice 6.9 i) Montrer que lintégrale curviligne [p xy* dx + z%y dy est nulle
lorsque T" est un arc de simple fermé.

it) Calculer cette intégrale lorsque ' = Ty Uy U T3 ou I'y = AB est l'arc de
parabole d’équation y* = 4 — 3z limité en A par la droite d’équation y = x et
en B par l'axze des x > 0, I'y est le segment de droite allant de B a O et I's
est le segment de droite allant de O a A.

iii) Calculer une primitive de zy* dx + 2%y dy.

) Retrouver [p, xy? dr + 2%y dy pour i =1,2,3.

(x +2y) de+y dy
(z +y)?

Exercice 6.10 Déterminer une fonction u(z,y) telle que du =

Exercice 6.11 Soit w = P(z,y) dz + Q(z,y) dy avec

(3y* — 2*)(«* + ¢*)
xy?

(32> — y*)(¢* +4°)
x2y

et Qz,y) =

P($7y) =

i) Montrer que, dans le domaine D = {(z,y);xz > 0, y > 0}, w est une forme
différentielle totale.

it) Déterminer u dans D, telle que du = w.

iii) Calculer l'intégrale curviligne [rw lorsque T est 'arc défini par x =t + cos®t,
y = 1+sin?t avec 0 <t < 2.
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7 Champs de vecteurs. Travail.

Exercice 7.1 Soit f une fonction et V un champ de vecteurs, tous deux de classe

C? dans un ouvert de l'espace. Le champ vectoriel rot(gradf + rotv) est égal a
ﬁ

gradf A 7, rot (rotv) ou 0.

Exercice 7.2 Pour le champ de vecteurs B = xy27 + 2x2yz7 + 3y22?, trouver
divEB et ot B.

Exercice 7.3 Déterminer si les champs suivants sont des champs de gradients, si
oui déterminer leurs potentiels scalaires.

i) V(z,y) = (y.2)
i) V(z,y) = (322 + 2z + ¢°, 2% + 3zy® — 2y)
i) V(:B,y) = (cosx,siny).

Exercice 7.4 A tout point M de R* — {(0,0)}, on associe le vecteur unitaire

OM

M) = m En posant p = |OM]||, montrer que la divergence de ce champ

 (
de vecteurs est égale a —.

Exercice 7.5 Un champ central dans R? est donné par 7(?) = f(r)T our =
V2?2 + 22 + 23 et f est une application dérivable de R dans R. Montrer qu’un champ

central est toujours un champ de gradients et calculer son potentiel.

Exercice 7.6 Soit le champ de vecteurs défini dans R> par
V(z,y,2) = (yz + 2%, 22 + 2%, f(2,))

ot f: R?* — R est une application de classe C*. Trouver les applications f pour que
V' soit un champ de gradients. Calculer alors les potentiels de V.

Exercice 7.7 Déterminer si les champs suivants sont des champs de gradients, st
out déterminer leurs potentiels scalaires.

) V@) =+ 1o+

i) Viz,y) = (z+y,z—y)

2

Z”) v(:v,y,z) = (112'2 — Y2,y = Z:E?ZQ - ZL’y)

Exercice 7.8 i) Calculer le travail du champ de vecteurs 7($,y) = (y?,2?) sur
la demsi ellipse
4 —4=0, y>0

parcourue une fois dans le sens direct.
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i) Calculer le travail du champ de vecteurs ‘_/')(x, y) = (cos(x),sin(y)) sur le cercle
unité parcouru deux fois dans le sens des aiguilles d’une montre.

it1) Calculer le travail du champ de vecteurs 7(1‘,3/) = (2% + v}, 2? — y?) sur le
triangle OAB avec A = (1,0), B = (0,1) parcouru une fois dans le sens direct.

Exercice 7.9 Calculer le travail effectué par la force T = (y + z)?> + (x4 z)7 +
(x + y)%> pour déplacer une particule de 'origine O au point C = (1,1, 1),
i) le long de la droite (OC).
ii) le long de la courbe x = t, y =1t* z =13
—

Méme question pour la force G = (z+y2) i +(y+22)] +(z+ay)k
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8 Intégrales doubles
Exercice 8.1 Changer l'ordre d’intégration dans l’intégrale double :
122
/ f(z,y) dy) dx
322
Exercice 8.2 Changer l'ordre d’intégration dans l'intégrale double :
1 3x
L sy dy) da

Exercice 8.3 Changer l'ordre d’intégration dans l'intégrale double :

/a(/mf(x,y) dy) dx

2 Jo

Exercice 8.4 Déterminer l'aire de la partie D du plan délimitée par les courbes
d’équation :

Exercice 8.5 Calculer// (x —y) dxdy ou D est une partie du plan délimitée par
D

les droites d’équation :

ZL’ZO, y:$+27 Yy=—x

Exercice 8.6 Calculer // xy dxdy ou D est la partie du plan délimitée par les
D

courbes d’équation :

Exercice 8.7 Soit f : [0,1] x[0,1] — R une fonction continue. La droite d’équation
y = x délimite dans les carré [0,1] x [0,1] deuz triangles égaux Ty et Ty. Montrer

qu’en général,
//Tlf(:c,y) dxdy # //TQf(a:,y) dxdy.

Puis, en utilisant le changement de variable u =y, v = x, montrer que // xy dxdy =
T

/ / xy dxdy.
Ty

Exercice 8.8 Soit D le quart de disque unité défini par :
D={(z,y)] 0<z 0<y, 2°+y* <1},

Utiliser le passage en coordonnées polaires pour calculer ['intégrale :

I://D(Zl—xQ—yQ) dxdy.
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Exercice 8.9 Déterminer le centre de gravité d’un demi-disque homogéne.

Exercice 8.10 Déterminer le centre de gravité de la surface située a l'extérieur du
cercle de rayon 1 et délimitée par la cardioide p =1+ cos 6.

Exercice 8.11 Soit I = [ [, \/zy e * 7Y dxdy avec T, = {(z,y) € R*/x > 0;y >
0;z+y <a} eta>0. Calculer I a l’aide du changement de variables

A,

Exercice 8.12 (Aire en coordonnées polaires) Soit D le domaine limité parr = p(0)
avec 0 < 0 < 27 et le segment

Lo
p(0) <7 < p(27).

1
Montrer que Uaire de D est égale a A(D) = 3 p*(0) db. Trouver laire
0

i) de la cardioide r = a(1 + cos(0))
i) de lescargot r = ab, (a > 0).

Exercice 8.13 Soit D le domaine limité par le cercle d’équation x* + y> — 2y = 0
parcouru dans le sens direct. Calculer a l'aide de la formule de Green-Riemann

[ Jp (2* — y?*)dxdy

Exercice 8.14 Calculer l'intégrale curviligne I le long de la courbe fermée v consti-
tuée par les deux arcs de parabole y = x° et x = 3%, orientée dans le sens direct avec

I= /(2a:y — 2%)dz + (x + y*)dy.
Y

Vérifier le résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 8.15 Le but de cet exercice est de calculer Uintégrale I = [;7 e~ dx,
définie comme la limite nLianrOOIm ou I, = /One_Ide. Pour n € N, considérons le
quart de disque D, = {z* +y* <n? x>0, y > 0} et le carré : C,, = {0 < x <
n, 0 <y <n}.
i) Calculer les intégrales J, = [ [p, e dedy et Jsy = I Ip,, e~ @) dxdy
en utilisant le changement de variables en coordonnées polaires.
ii) Considérons l'intégrale K, = [ [¢, e~ @) dudy. Montrer que K, = I2.
iti) D’aprés un dessin de D,,, C, et Da, expliquer pourquoi J, < K, < Jo,.
i) Quelle est la limite n — +oo de J, et de Jo, 7 et de K, 7 Trouver I.
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9 Intégrales triples

Exercice 9.1 Calculer l'intégrale triple :

2 rM22x—2?2 ra
Vai+y?dz dy d
/0 /0 /0 AV Yy Z ay ax

Exercice 9.2 Soit D le domaine D = {(z,y,2) € R*/x >0, y >0, 2 >0, 2+2y+
z < 1}. Représenter graphiquement D. Calculer ensuite de deux maniéres différentes

[’intégrale triple
/ / / x dr dy dz
D

i1) en intégrant « par couches ».

i) en intégrant « par piles »,

Exercice 9.3 Représenter graphiquement et calculer le volume limité par les sur-
faces de R?® d’équation z = 222 + 4% et z = 4 — 1%

Exercice 9.4 Calculer l'intégrale triple :

///\/x2+y2+22 dx dy dz
.

ot V est la boule de centre (0,0,0) et de rayon R.

Exercice 9.5 Calculer l'intégrale triple :

///‘/(x+y+z)2 dx dy dz

ou V est la partie commune au paraboloide {2az > x* + y*} et a la boule {3a* >
z? + y* + 2}

Exercice 9.6 Calculer l'intégrale triple :

///Vzdxdydz

ouV est le domaine limité par le demi [’ellipsoide supérieur z—z + 7;—; + z—j =1 et par
le plan d’équation z = 0.

Exercice 9.7 Calculer l'intégrale triple :

///Vzdxdydz

ou'V est le domaine limité par le cone d’équation 2* = %(x2 +y?) et le plan z = h.

Exercice 9.8 Calculer l'intégrale triple :

///V dz dy dz

oV est le domaine limité par la surface d’équations x®+y*+22 = 2Rz et 2% +y? = 2>
et contenant le point (0,0, R).
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