GROUPES ABELIENS SOLIDES

SELON
DusTIN CLAUSEN ET PETER SCHOLZE

Bernard Le Stum

Université de Rennes

13 mars 2026

Groupes abéliens solides 13 mars 2026



CONTENT

@ ENSEMBLES CONDENSES
© GROUPES ABELIENS CONDENSES

© GROUPES ABELIENS SOLIDES

Bernard Le Stum (Université de Rennes) Groupes abéliens solides 13 mars 2026



ENSEMBLES CONDENSES

Un ensemble condensé est un faisceau d’ensembles sur le site des espaces
métriques compacts (muni des familles couvrantes surjectives finies).

Concrétement, un ensemble condensé X est la donnée d’ensembles X(S) pour S
métrique compact et d'applications X(S) — X(S’) quand S’ — S est continue.
On demande que ce soit compatible avec la composition et que :

0 X(0) = {0},

Q@ X(SuS)=X(S) x X(5) et

@ X(5/R) =ker(X(S) = X(R)) si RC S x S est une relation d'équivalence
fermée.

Dans cette définition, on peut se limiter aux espaces profinis (c'est a dire
totalement discontinus) ou méme ne considérer que I'espace de Cantor 2N. Par
contre, en autorisant les espaces non métrisables, on obtiendrait les ensembles
condensés lourds par opposition aux nétres qui sont dits Iégers.
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On dispose d'un foncteur Top — Cond, X — X des espaces topologiques vers les
espaces condensés défini par

X(S) = Homeont (S, X).

Celui-ci devient pleinement fidéle lorsqu'on se restreint aux espaces séquentiels.

Il existe un adjoint Cond — Top, X — X(x) ol x désigne I'espace topologique
réduit a un point. On a méme une adjonction enrichie

Homeont (X (%), Y) ~ Hom(X,Y)

relativement a la topologie compacte-ouverte (Y muni de sa topologie de type
compact).

L'ensemble condensé

S — Hom(S, Z)/Homeont (S, Z)

(pour S profini) n'est pas de la forme X.

Bernard Le Stum (Université de Rennes) Groupes abéliens solides 13 mars 2026



GROUPES ABELIENS CONDENSES

Un groupe abélien condensé est un groupe abélien dans la catégorie cartésienne
des ensembles condensés ou, de maniére équivalente, un faisceau de groupes
abéliens sur le site des espaces métriques compacts.

C'est donc au choix, un ensemble condensé M muni d'une loi de groupe abélien
M x M — M, ou bien la donnée de groupes abéliens M(S) et d’homorphismes
M(S) — M(S’) pour S’ — S satisfaisant les propriétés déja énumérées. On a
donc Ab(Cond) = Cond(Ab).

On dispose toujours d'un foncteur M +— M des groupes abéliens topologiques vers
les groupes abéliens condensés et on a

HomZ—cont ( M7 N) ~ HOHIZ (Ma N)

quand M est séquentiel.

Attention : M(x) n'a pas nécessairement de structure de groupe abélien s'il n’est
pas localement compact.
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Si S est un espace topologique (resp. pointé), alors il existe un groupe abélien
topologique Z - S (resp. Z - 5*) qui est universel pour les applications continues
(resp. pointées) vers les groupes abéliens topologiques.

C'est le groupe abélien libre de Markov (resp. Graev) associé a S.

Si S est complétement régulier, alors le groupe abélien sous-jacent est le groupe
abélien (resp. pointé) libre habituel. OnaZ-S~Z-S*®Z s si S est pointé en s.

Si S est métrique compact (resp. pointé), alors Z-S =2Z-5 (resp. Z-S* =Z-5%)
est universel pour les morphismes de S vers les groupe abéliens condensés. C'est
un espace séquentiel séparé (pas localement compact ni métrique - sauf discret).

On désigne par P :=Z - N le groupe abélien libre de Graev associé a

N::NUoozIJTm{O,l,...,n,oo}

muni de sa topologie profinie et pointé en co.
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Le groupe abélien condensé des suites nulles d'un groupe abélien condensé M est

M, := Homgz (P, M).

THEOREME (CLAUSEN-SCHOLZE)

Le groupe abélien condensé P est intérieurement projectif de présentation finie : le
foncteur M — M, preserve toutes les (limites et toutes les) colimites.

DEMONSTRATION.

Si S est un espace métrique compact, alors S est intérieurement de présentation
finie (préservation des colimites filtrantes) car c’est un objet qcgs d'un topos
cohérent. Il en donc de méme de Z- S ou Z- S* en général, et de P en particulier.
On montre ensuite que, dans la catégorie des espaces métriques profinis, tout
objet non-vide est injectif (tout monomorphisme a une section). On prouve alors
que P est intérieurement projectif (préservation des colimites finies) en
considérant bétement la définition. Voir [War24], théoréme 5, [Cam26], théoréme
2.3.3.(3) ou [Ked25], proposition 5.4.8. O
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GROUPES ABELIENS SOLIDES

L’application continue pointée t : N — N, n — n+ 1 induit d’abord un

endomorphisme t de P := Z-N" et ensuite un endomorphisme t de M, si M est
un groupe abélien condensé.

Un groupe condensé M est solide si 1 — t est un automorphisme de M,.

Si M est un groupe abélien linéairement topologisé, alors M est solide si et
seulement si M est complet.

On déduit du théoréme :

COROLLAIRE

La catégorie des groupes abéliens solides est une sous-catégorie réflective de la

catégorie des groupes abéliens condensés : il existe un adjoint M — M® appelé
solidification. O
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THEOREME (CLAUSEN-SCHOLZE)

Le groupe abélien solide P™ ~ ZN est un générateur projectif de présentation finie.

DEMONSTRATION.

Tout d'abord, il est automatique que E. est un groupe abélien solide projectif de
présentation finie. On construit ensuite une suite nulle dans Z - 2N afin d'obtenir
un isomorphisme

sur les solidifications. Il en résulte formellement que B. est un générateur de la
catégorie des groupes abéliens solides. Enfin, la suite des vecteurs
en=(0,...,0,1,0,...) est nulle dans ZN qui est complet et fournit un
isomorphisme P®™ ~ ZN. Cela se fait en deux étapes (avec deux types d'arguments
différents) :

po ~ ZNbd B  ZN

Voir théoréme 3.3.1 de [Cam26] ou [Ked25] ou [CS23] pour les détails. . . O

- MERCI -
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