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Chapitre 1

Enoncé des conjectures de
Weil

Comme son nom l'indique, ce chapitre va étre consacré & énoncer les
conjectures de Weil. On garde une approche naive et on introduit les notions
géométriques nécessaires au fur et a mesure. On suppose connu ’essentiel
des cing premiéres sections du second chapitre du livre de Hartshorne. On
étudiera de maniere détaillée les notions de propreté et surtout de lissité pour
des schémas quelconques. Ce n’est bien siir pas nécessaire pour comprendre
les conjectures de Weil, mais cela doit faire partie du bagage d’un géométre
algébrique.

1.1 Systemes d’équations polynomiales modulo p

Un invariant important d’un systeme d’équations est son nombre de
solutions. Malheureusement, celui ci est en general infini. On obtient alors
des invariants plus fins en recherchant le nombre de solutions modulo un
entier donné. On va étre plus précis.

Considérons un systeme d’équations polynomiales a coeflicients dans Z :

fl(xl,...,xn) =0

fr(z,.. .',xn) =0

Etant donné un nombre premier p, on peut chercher le nombre N de
solutions de ce systeme modulo p.

Ezercice 1.1 Que vaut N pour le systéme vide d’équations en n variables ¢
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6 CHAPITRE 1. ENONCE DES CONJECTURES DE WEIL

Ezxercice 1.2 Méme question pour l’équations x1 + -+ x, =0 %

Ezercice 1.3 Méme question pour le systeme d’équation en 2 variables

ax+by=20
cx+dy =0

Ezercice 1.4 Méme question pour l’équation en une variable x> +1 = 0.

Exercice 1.5 Méme question pour l’équation en 2 variables (ax + by)(cx +
dy) = 0.

Exercice 1.6 Méme question pour I’équation en 2 variables 2% + y* = 0.

2

FExercice 1.7 Méme question pour l’équation en n* variables

r11 ... Tin
=0

Tpnl -+ Tpn

Pour répondre & ces questions, on est amenés a travailler dans ’espace
vectoriel F)J. En fait, on s’interesse a un systéme d’équations

filzy,...,zn) =0

fr(l'la .. ..,l'n) =0

a coefficients dans le corps fini F,. Ces équations définissent un schéma
affine X sur F,. Plus précisément, on considere l'idéal I := (f1,..., fn) de
F,lt1,...,ty], on pose A := Fp[t,...,t,]/I et X := Spec A. Le nombre N
est alors le nombre de points de X dont le corps résiduel est F,.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques résultats et notations.

1.2 Points a valeur dans un schéma

Afin de reformuler correctement notre probleme dans le langage de la
géométrie algébrique et de le généraliser, il est nécessaire d’introduire la
notion de point a valeur dans un schéma.
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Définition 1.2.1 Si X et T sont deuxr S-schémas, on note X(T)s =
Homg (T, X) l’ensemble des morphismes de S-schémas T — X. Si S ou
T est affine, on le remplace dans les natations par son anneau et on écrira
X(T) = X(T)z. On dit que X(T)g est [’ensemble des points de X & valeur
dans T'.

On remarqueras que T — X (T')g est fonctoriel.

FEzercice 1.8 Montrer que si k := F, ou k := Q, alors X(T), = X(T).
Montrer que c’est faux en général, pour un autre corps k.

Proposition 1.2.2 i) Soient X, Y etT des S-schémas. Alors,
(X xsY)(T)s = X(T)s x Y(T)s.

ii) Soient X un S-schéma, S’ — S un morphisme, T' un S’'-schéma et
X':=Xxg5". Onaalors X(T")s = X'"(T) g

Démonstration: Ces deux assertions résultent immédiatement de la pro-
priété universelle du produit fibré. En fait, la premiere assertion est la
définition. O

Définition 1.2.3 Une immersion ¢ : Y — X est la composée d’une
immersion fermée Y — U et d’une immersion ouverte U — X. On dit
que T := Ker(Ox — i,Oy) est I’idéal de ’immersion.

Les immersions se comportent bien par rapport aux opérations standards
de la géométrie algébrique. C’est quelque chose que l'on peut vérifier en
exercice.

Ezercice 1.9 Montrer qu’une immersion peut s’écrire comme composé d’une
immersion ouverte suivie d’une immersion fermée.

FEzxercice 1.10 Montrer que st ¢ : Y — X et j : Z — Y sont deux
immersions, alors i o j aussi.

Ezercice 1.11 Montrer que sii: Y — X est une immersion, alors pour tout
morphisme X' — X, le morphisme Y' :=Y x x X' — X' déduit de i est une
1MMersion.

Ezxercice 1.12 Soient f:Y — X et g: Z — Y deuxr morphismes avec f o g
une immersion. Montrer que g est une immersion.
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Ezercice 1.18 Soient i : Y — X et i Y — X' deur immersions de
S-schémas. Montrer que i x i’ : Y xgY' — X xg X' est une immersion.

Ezercice 1.1 Soit f : Y — X un morphisme, {U;} un recouvrement ouvert
de X et pour tout i, V; := f~Y(U,;). Si, pour tout i, le morphisme V; — Uy
induit par f est une immersion, alors f est une immersion.

On peut aussi facilement caractériser, parmi les immersions, celles qui
sont ouvertes.

Ezercice 1.15 Soitv:Y — X une immersion. Montrer que ¢ est ouverte ssi
IT=0ssii Y(T)=0.

Proposition 1.2.4 Sii:Y <— X est une immersion de S-schémas, alors
Uapplication canonique Y (T)s — X (T')g est injective. Son image est formée
des s tels que s(T) C i(Y) et s* s’annule s~1(Z) ou T est l'idéal de Y dans
X. La premiére condition est inutile si l'immersion est fermée et la seconde
est inutile si l'immersion est ouverte.

Démonstration: On se donne une application continue s’ : T — Y. En faire
. . % —1

un morphisme, c’est se donner un morphisme d’anneaux s’ : '~ (Oy) —

Op. Comme ¢ est une immersion, on a une suite exacte

O —iYT)—i Y Ox)— 0y —0.
On pose s := 70 s’. Comme s’ ! est exact, on a une suite exacte
0 — s T) — s HOx) — s’_l((’)y) — 0.

La donnée de s* est donc équivalente a celle de 'application s et d'un
morphisme d’anneaux s 1(Ox) — Or qui s’annule sur s~(Z). Cest ce
que 'on voulait.

Clairement, si 'immersion est ouverte, Z = 0 et la seconde condition est
bien stir inutile. De méme, si I'immersion est fermée et s* s’annule s~1(Z),
on a automatiquement s(T') C i(Y) car s 1(Y) est le sous-schéma fermé
défini par I'image de s~1(Z) dans Or. O

Proposition 1.2.5 Si T est un S-schéma, alors ’application
A(T)s — I(T,07)", s = (s1,...,5n)

avec s; := s*(t;), est bijective (on note ty, ..., t, les coordonnées sur l’espace
affine). On identifiera par la suite ces deuxr ensembles.
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Si R est un anneau et X un sous-schéma fermé de A%, défini par un
idéal I, alors

X(T)r={seT(T,00)",Vf €1, f(s) =0}.

Démonstration: Pour la premiere assertion, il suffit en vertu de la propo-
sition ci-dessus, de considérer le cas n = 1 et S = Spec Z. Notre application
se réduit alors a la suite de bijections

ANT) = Hom(T, AY)=Hom(Z[T),T(T, Or))=T(T, Or).

Pour la seconde assertion, on remarque que s € X (T')g ssi s* s’annule
sur I et par définition, on a U'identité s*(f) = f(s1,...,5n). O

En fait, nous aurons essentiellement a considérer les points a valeur dans
un corps.

Proposition 1.2.6 Si X est un schéma et k un corps, alors X (k) est en
bijection avec les couples (x,i) ou x est un point de X et i : k(x) — k un
homomorphime de corps.

Démonstration: ~ Un morphisme s : Speck — X est une application
continue, donc déterminée par I'image x de 'unique point de Speck, mu-
nie d’un morphisme s71(Ox) — Ogpec. Comme le foncteur I'(Speck, —)
est une équivalence de catégories, ce morphisme correspond a un mor-
phisme d’anneaux I'(Speck, s 1(Ox)) — I'(Speck, Ospeck). On a bien str
I'(Speck, Ospeck) = k, et par définition, I'(Speck, s 1(Ox)) = Ox . Par
construction, on trouve un homomorphisme local Ox , — k qui se se facto-
rise de maniere unique par k(z). O

Ezercice 1.16 Un morphisme bijectif f : Y — X induit-il une bijection
Y(k)=>X (k) ?

Corollaire 1.2.7 Soit k un corps et X un k-schéma. Soit k' une extension
de k. Alors, X(k')i est en bijection avec les couples (x,1) ou x est un point
de X eti:k(zx) — k' est un k-homomorphisme.

Corollaire 1.2.8 57 X est un k-schéma et X = X1 U X9 ou X1 et Xy sont
deux sous-schémas disjoints, alors X (k') = X1(k" )i U Xao(K' ).

FExercice 1.17 Si X est un S-schéma et X = X1U X5 ou X1 et Xo sont deux
sous-schémas disjoints, a-t-on toujours X(T)s = X1(T)s U Xao(T)g ?
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Ezercice 1.18 Montrer que si k est un corps algébriquement clos et X un
schéma localement de type fini sur k, alors X (k) est en bijection avec
lensemble | X| des points fermés de X.

1.3 Points de schémas sur des corps finis

On revient a la situation du paragraphe 1.1 : X := SpecA avec

A= Fp[tl,... ,tn]/I et [ := (fl,- . ,fn)
11 résulte alors de la proposition 1.2.5 que X (F,) est en bijection avec
I’ensemble des solutions de

fl(xlv"'axn) =0

fr(zy,.. ..,mn) =0

dans F}. Notreprobleme initial devient donc le calcul de N := X (F,)|. En
fait, on peut tres bien avoir N = 0. Pour obtenir des informations sur X, il
est nécessaire de calculer N, := | X(Fyr)F,|.

Plus généralement, on fixe un nombre premier p, on choisit une puissance
q :=p’ de p et on se donne un schéma (quasi-compact) X sur F,. On pose
alors pour tout r» € N, N, := N,(X) := [X(Fy)r,| et on écrira N := Ni.

Ezercice 1.19 Montrer que si on pose X, := X ®p, Fgr (vu comme Fr-
schéma, alors Ny(X) = N(X,).

Ezercice 1.20 Montrer que si Fq est une cloture algébrique de F,, alors
X(qu)FqéX(Fq)f_;;:l ouF' : X — X estle Frobenius de X (identité comme

application et puissance q-iéme sur les fonctions).

Ezercice 1.21 Que vaut N, pour X = A’l%q (ou plus généralement pour une
variété linéaire affine de dimension n) ?

Exercice 1.22 Méme question pour X = SpecFys (ou plus généralement
pour un schéma fini (1.4.1) sur F,)?

FExercice 1.23 Méme question pour l'union de deuxr droites dans le plan

affine.

Ezxercice 1.24 Méme question pour une conique affine ou projective.
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FEzercice 1.25 Méme question pour le groupe linéaire GLypr, : on rappelle
que c’est Uouvert de A%z défini par

r11 ... T1n
£0.

Tnt .- Ipn

FEzercice 1.26 Méme question pour P§  (ou plus généralement pour une
q
variété linéaire projective de dimension n).

Ezercice 1.27 Méme question pour la quadrique de Segre, c’est a dire la
quadrique projective d’éqation xy = zt (on pourra montrer qu’elle est
isomorphe a P1 x P1).

On va maintenant introduire la premieére conjecture de Weil. Afin de
faciliter I'intuition géométrique, on va se limiter dorénavant a des schémas
ayant des propriétés raisonnables. On pose donc la définition suivante.

Définition 1.3.1 Une variété (algébrique) sur un corps k est un schéma
séparé de type fini sur k.

Définition 1.3.2 Un entier algébrique est un nombre algébrique dont le
polyndome irréductible est (unitaire) a coefficient entiers. Un nombre de Weil
de poids m € Z relativement a q est un nombre algébrique dont toutes les
valeurs absolues archimédiennes sont de la forme qz.

Ezercice 1.28 Montrer que les entiers algébriques forment un anneau non
noethérien.

Théoréme 1.3.3 (Conj. de Weil, rationalité, version additive) Soit X
une variété algébrique sur Fy. Alors, il existe des entiers algébriques oy, 3;
tels que pour tout r, on ait Np(X) =3 af — > ;.

Cette conjecture faite par A. Weil en 1949 (voir [17]) fat démontrée par
B. Dwork en 1960 (voir [4]).

Ezercice 1.29 Vérifier cette conjecture pour une variété linéaire affine ou
projective, pour une variété finie, pour une conique affine ou projective, pour
le groupe linéaire et pour la quadrique de Segre.

Théoréme 1.3.4 (Conj. de Weil, pureté, version additive) Si X est
de dimension d, les «; et les 3; sont des nombres de Weil de poids € [0,2d]).
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Cette conjecture, énoncée par A. Weil, n’a été démontrée qu’en 1973
(voir [5]) pour les variétés projectives (1.4.4) et en 1984 (voir [6]) en toute
généralité.

Ezercice 1.30 Vérifier cette conjecture pour les variétés déja étudiées.

Afin d’énoncer la suite des conjectures de Weil, il est nécessaire de
faire quelques compléments de géométrie algébrique. En effet, celles-ci
s’appliquent essentiellement aux variétés complétes non singuliéres ou plutot
propres et lisses comme on dit maintenant. Comme ce cours est plus un
tremplin qu’'une fin en soi, nous allons définir ces notions en toute généralité.

1.4 Morphismes finis, projectifs, propres

Les propriétés que nous allons étudier maintenant sont les analogues des
propriétés de compacité en géométrie complexe.

Définition 1.4.1 Un morphisme f : Y — X est affine sl existe un
recouvrement de X par des ouwverts affines U; tel que pour tout i, V; :=
Y U;) soit affine. On dit que f est fini si de plus, il eviste un tel
recouvrement pour lequel f; : V; — U; provient d’un homomorphisme fini
A; — B;. On dit aussi que Y est affine (resp. fini) sur X.

Ezercice 1.31 Un morphisme bijectif est il fini ¢

Ezercice 1.32 Montrer que si un schéma X sur un corps k est fini sur k, son
ensemble sous-jacent est fini et tous les points sont fermés. La réciproque
est-elle vraie ? Suffit-il que ’ensemble sous-jacent soit fini.

Ezercice 1.38 Montrer que si X est localement de type fini sur un corps
k, alors X est fini sur k ssi et si |X| est un ensemble fini (utiliser le
Nullstellensatz pour les anneauz locauz)

Lemme 1.4.2 Soit X un schéma affine et f:Y — X un morphisme. Si f
est affine, alors, Y est affine. Si f est fini, il provient d’un morphisme fini
A— B.

Démonstration: Quitte a raffiner le recouverment, on peut supposer qu’il
existe un nombre fini de g; € A qui engendrent A comme idéal et tels que
pour tout 7, si on pose ou U; := D(g;), alors V; := f~1(U;) est affine, disons
Vi = Spec B;.
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Montrons que Y est affine. Comme f se factorise par SpecI'(Y, Oy ), on
peut supposer que I'(Y, Oy ) = A. Et il s’agit de montrer que f est 'identité.
Comme f est quasi-compact et quasi-séparé, f.Oy est quasi-cohérent (on
peut aussi le vérifier directement). Comme I'(Y, Oy ) = A, on en déduit que
f+Oy = Ox. On a donc

I'(V;,Oy) =T(Us, f:Oy) =T(U;, f:Oy) = Ay,

et il suit que f; est I'identité. Il en va donc de méme de f.

On sait donc que Y est affine, disons Y = Spec B et on suppose que B;
est fini sur Ay,. On a alors B; = By, qui est fini sur Ay, et il faut montrer
que B est fini sur A. Plus généralement, on se donne un A-module M et on
suppose que les My, sont de type fini sur les Ag,. Il faut s’assurer que M est
fini sur A. Ca se fait a la main. O

Proposition 1.4.3 i) Une immersion fermée Y — X est finie.

ii) Si f:Y — X et g: Z — Y sont, deuxr morphismes finis, alors fog
est fini.

iii) Si X est fini sur S, alors pour tout changement de base S' — S,
X' =X xg 8 est fini sur S’.

iv) Sotent f 1Y — X un S-morphisme. Si'Y est fini sur S, alors f est
fini.

v) Soient f:Y — X et f':Y' — X' deux S-morphismes finis. Alors,
fxf:YxsY — X xg X est fini.

vi) Soit f 1Y — X un morphisme, {U;} un recouvrement ouvert de X
et pour tout i, V; := f~1(U;). Si, pour tout i, le morphisme V; — U;
induit par f est fini, alors f est fini.

Démonstration: Pour démontrer les trois premieres assertions, on se ramene
immédiatement, grace au lemme, au cas ou tous les schémas sont affines. On
retrouve des résultats classiques d’algebre commutative : surjectif implique
fini, transitivité de la finitude et stabilité par extension.

Les deux assertions suivantes résultent formellement des précédentes si
on sait qu’un morphisme fini est séparé. Or cette question est locale sur la
base, et tout morphisme de schémas affines est séparé.

Pour la derniere assertion, la nécessité de la condition résulte de 1’asser-
tion 3 et sa suffisance résulte du lemme. O

Ezercice 1.34 Montrer que si f 1Y — X est fini, alors, pour tout x € X,
f~Y(x) est un ensemble fini. La réciproque est elle vraie? Et si f est
localement de type fini ?
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Pour définir la notion de morphisme projectif, il est nécessaire de localiser
la construction du Proj d’un anneau. On définit la notion de faisceau
d’algebres graduées de maniere analogue a celle d’algebre graduée.

Proposition et Définition 1.4.4 Soit X un schéma et B une Ox-algébre
graduée quasi-cohérente. Alors, il existe a isomorphisme preés au dessus de
X, un unique morphisme f:Y — X tel que l'on ait une famille compatible
d’isomorphismes f~1(U)= ProjI'(U, B) pour tout ouvert affine U C X. On
dit que f est un morphisme projectif si By est de type fini et engendre B.
On dit aussi que Y est projectif sur X.

Démonstration: Complétement standard. O

Avant d’énoncer le résultat suivant, on fait quelques rappels.

A tout module gradué M sur un anneau gradué A, on sait associer un
faisceau F sur X := ProjA. En particulier, on peut considérer les faisceaux
Ox(d) associés aux décalés A(d). Remarquons aussi que si [ est un idéal
homogene de A, alors le faisceau associé & I n’est autre que est 1'idéal qui
définit 'immersion de Proj A/I dans X.

On a une construction dans l'autre sens qui & tout faisceau F sur X
associe un A-module gradué : On pose F(d) := F@O(d), My :=I'(X, F(d))
et M := &M,. On peut montrer que si A est engendré comme Ap-algebre
par un nombre fini d’éléments de A; (on note A4 le sous-module des éléments
de degré d) et si F est quasi-cohérent, alors F est bien le faisceau associé a
M.

Proposition 1.4.5 Soit A un anneau. Un A-schéma X est projectif ssi il
eriste une immersion fermée X — Pg.

Démonstration: La condition est nécessaire : si fy,..., fn sont des
générateurs de degré 1 de B, le morphisme surjectif d’algebres graduées
AlTy, ..., Tn] — B,t; — f; nous fournit une immersion fermée Proj B —
P7.

Il faut montrer que la condition est aussi suffisante. On note Z le faisceau
d’idéaux qui définit X dans P]X et I le module gradué correspondant. C’est

clairement un idéal homogene de A[Tp,...,Tn]. On pose alors B := A/I.
Comme 7 est quasi-cohérent, le faiseau associé a I sur P% est bien Z et on
a donc X=Proj B. a

La projectivité n’est pas une notion de nature locale. Celle-ci, issue de la
géométrie classique, est en fait un cas particulier de la notion de propreté,
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que nous allons étudier bientot et qui se comporte bien mieux par rapport
aux opérations standard de la géométrie algébrique. On peut tout de méme
démontrer pour les morphismes projectifs les résultats suivants qui sont
donnés sous forme d’exercice.

Ezercice 1.35 Montrer que fini implique projectif.

Ezercice 1.36 Montrer que si f 1Y — X et g : Z — Y sont deux
morphismes projectif et si X est quasi-compact et quasi-séparé, alors f o g
est projectif.

Exercice 1.37 Montrer que si X est projectif sur S et si S’ — S est un
changement de base, alors X' := X xg S’ est projectif sur S'.

Ezercice 1.38 Montrer que si f 'Y — X est un S-morphisme avec Y
projectif et X séparé sur S, alors f est projectif.

Exercice 1.39 Montrer que si f :' Y — X et f' Y — X' sont deux
morphismes projectifs de S-schémas. Alors, f x f': Y xgY' — X xg X' est
projectif.

Définition 1.4.6 Un morphisme f :Y — X est universellement fermé si,
pour tout morphisme X' — X, le morphisme Y xx X' — X' déduit de f
est une application fermée (I’image d’un fermé est fermé). On dit que f est
propre si il est séparé, de type fini et universellement fermé.

FExercice 1.40 Montrer que Ag n’est pas propre sur S.

Proposition 1.4.7 i) Une immersion fermée f :Y — X est propre.

i) Sif:Y — X etg:Z —Y sont, deux morphismes propres, alors fog
est propre.

iii) Si X est propre sur S et 8" — S est un changement de base, alors
X' =X xg 8 est propre sur S’.

i) Si f:Y — X est un S-morphismes avec Y prore et X séparé, alors f
est propre.

v) Soient f Y — X et f' 1Y — X' deur morphismes propres de
S-schémas. Alors, f x f':Y xgY' — X xg X' est propre.

vi) Soit f:Y — X un morphisme, {U;} un recouvrement ouvert de X et
pour tout i, V; := f~Y(U;). Si, pour tout i, le morphisme induit par f,
Vi — U; est propre, alors [ est propre.



16 CHAPITRE 1. ENONCE DES CONJECTURES DE WEIL

Démonstration: Les assertions 4 et 5 sont conséquences formelles des 3
premieres. On connait aussi tous ces résultats pour les morphismes séparés
ou de type fini. Il reste donc & traiter la propriété d’étre universellement
fermé. Comme les morphismes qui sont des applications fermées vérifient
les analogues des assertions 1, 2 et 6. On en déduit facilement qu’il en va
de méme des morphismes universellement fermés. Finalement, le fait d’étre
une immersion fermée est clairement stable par extension de la base, d’ou
I’assertion 3. O

Proposition 1.4.8 i) Un morphisme fini f : Y — X est propre.
it) Un morphisme projectif f 1Y — X est propre.

Démonstration: ~ Comme de tels morphismes sont séparés de type fini
(vérifier!) et que la propriété d’étre fini ou projectif est stable par extension,
il suffit dans les deux cas de montrer que f est fermé. En localisant sur la
base, on peut supposer que X est affine. De plus, comme une immersion
fermée est propre, il suffit de montrer que I'image de f est fermée.

Pour les morphismes finis, il reste a vérifier que si B est une A-algebre
finie, alors 'image de Spec B dans Spec A est fermé. Quite a remplacer A par
son image dans B, on peut supposer que A — B est injectif. On sait alors
que Spec B — Spec A est surjectif (résultat classique d’algebre comutative).

Pour les morphismes projectifs, il faut travailler un peu plus. On se donne
un anneau gradué B, et on note B, le sous-groupe des éléments de degré n.
On écrit A := By et on suppose que B est engendré comme A-algébre par
un nombre fini d’éléments de Bj. Il faut montrer que I'image du morphisme
canonique f : Proj B — Spec A est fermé. Soit pour tout n, I, annulateur
de B, et I := UI,. On remarquera que I,, est une suite croissante. Nous
allons montrer que f(ProjB) =V (I).

Pour p € Spec A, on a f~1(p)=Proj(B ®4 k(p)) (vérifier). Il suit que
f~Yp) = 0 ssi B, ®4 k(p) = 0 pour n >> 0 (crirére de nullité des Proj).
Comme B,, est un module de type fini, le lemme de Nakayama nous dit que
cette derniere condition est équivalente & B, ®4 Ay = 0, ce qui signifie que
I, ¢ p pour n >> 0, ou encore que I ¢ p. On voit donc que p € f(Proj B)
ssipe V(). O

Un morphisme propre n’est pas loin d’étre projectif comme le montre
I'exercice (difficile) suivant.

Ezercice 1.41 Soit S un schéma quasi-compact et X un S-schéma propre et
irréductible. Alors, il existe un ouvert dense U de X, un S-schéma projectif
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et irréductible X' contenant U et un S-morphisme [ : X' — X qui prolonge
lidentité de U.

1.5 Morphismes lisses, définitions

La seconde notion que nous voulons étudier est 'analogue des singularités
en géométrie analytique complexe. Il est donc nécessaire avant tout de définir
ce qu'on appelle une différentielle en géométrie algébrique. On peut déja
introduire la notion de dérivation qui est tres générale.

Définition 1.5.1 Soient R est un faisceau d’anneauz sur un espace topolo-
gique X, A une R-algébre et F un A-module. Une R-dérivation D : A — F
est un homomorphisme de R-modules tel que pour toutes sections locales f, g
de A, on ait D(fg) = fD(g) + gD(f). Leur ensemble se note Derg(A,F).

Ezercice 1.42 Montrer que dans cette définition, au lieu de demander que
D soit R-linéaire, on peut demander que D soit additive et nulle sur R.

FExercice 1.483 Montrer que st X est un schéma et p : A%{ — X le morphisme
structural, il existe une unique p~(Ox)-dérivation D : Oar — Op1 telle
que D(t) = 1. On écrira D =: 0/0t.

On introduit maintenant de maniere un peu brutale le module des
différentielles. Etant donné un morphisme de schémas p : X — S, on cherche
a représenter le foncteur qui a un Ox-module F associe Derp(Ox,F) (on
devrait écrire Der,-1(04)(Ox,F)). En d’autres termes, on cherche un Ox-
module Qx /g, muni d’'une Og-dérivation d : Ox — 2x/g, tel que pour tout
Ox-module F, 'application v — D := u o d soit une bijection

HomOX (QX/S7 F);DerOs (Ony)

Définition 1.5.2 Soit X un S-schéma, § : X — X xg X lUimmersion
diagonale et T l’idéal de cette immersion. Le faisceau des différentielles de
X sur S est Qyg = 6§~ YZ/T?). Si S =: Spec R, on écrit Qx/r = Qx/5;
si de plus X =: SpecA, on écrit Qg := (X, Qx/R)-

Proposition 1.5.3 Soit X un S-schéma. Alors

i) Le faisceau Qx5 est un Ox-module quasi-cohérent.
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i1) Soient p1,p2 1 X xg X — X les projections. Alors,
5 (p3) — 671 (p}) : Ox — 6 H(Oxxgx)

est a valeur dans 6~ () et induit une Og-dérivation d : Ox — Qx/s.
iti) Le couple (Q2x;g,d) représente le foncteur Derog(Ox, —)

Démonstration: 1l est clair que Z /T 2 est un Ox« ¢x-module quasi-cohérent
sur lequel Z agit trivialement. En appliquant §~!, on voit que € X/s a une
structure naturelle de Ox-module et que celui-ci est quasi-cohérent.

Comme p;08 = Idy, on voit que la composée de 6~ (p}) avec la surjection
§* 5 HOxxgx) — Ox est lidentité. 11 suit que 6~ 1(p3) — 5= (p}) est &
valeur dans le noyau 6 ~1(Z) de 6*.

On remarque ensuite que si f et g sont deux sections locales de Ox, alors
fdg est représenté par la section pi(f)(p5(g) — pi(g)) de 6 1 (Oxxqx). De
meéme, gdf est représenté par la section p3(g)(p5(f) — pi(f)). En sommant,
on trouve p3(fg) — pi(fg) qui représente d(fg). Et d est donc bien une
dérivation.

On sait que, localement, 6~ 1(Oxyx,x) est engendré sur §~1(Og) par les
sections de la forme pj(f)p3(g) = pi(f9) + i () (3(9) - i(g))- On peut en
déduire que 6 1(Z) est localement engendré comme idéal par les sections de
la forme p5(g) — pi(g) (vérifier) et donc que Qx/g est localement engendré
par les sections de la forme dg. En d’autres termes, {1x /g est engendré par
I'image de Ox.

Ce résultat nous donne I'unicité de la derniere assertion. Pour ’existence,
on se done une dérivation D : Ox — F. On munit Ox & F de sa
structure triviale d’algebre (localement (f,m)(g,n) = (fg, fn + gm)). On
considere 5_1((9 xxgx) comme une Ox-algebre en utilisant p;. Il existe
alors un unique morphisme de Ox-algebre § 1 (Oxxx) — Ox @ F, qui,
composé a gauche avec p5 donne 'identité sur Ox et D dans F (localement
pi(f)(P35(9) — (fg, fD(g))). On vérifie aisément que celui-ci envoit 6~1(Z)
dans F et donc §~(Z?) sur 0 (car F est un idéal de carré nul). Il induit
donc un morphisme {2x,g — F qui factorise bien D par d. a

Avant de pouvoir calculer efficacement des modules de différentielles,
il faut démontrer quelques résultats qui permettent de faire des dévissages
géométriques.

Si f :Y — X est un S-morphisme, la propriété universelle nous
donne un morphisme {dy;g — {y,x. De méme, la propriété universelle
nous fournit un morphisme Qx5 — f«(Qy/g) et donc, par adjonction, un
morphisme f* : f*(Qx/5) — Qy/g. Enfin, si ¥ < X est une S-immersion
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d’idéal 7, la restriction a Z de la dérivation de Ox induit un morphisme
Ny x =i HZ/T?) — i*(Qx/s). On dit que Ny, x est le faisceau conormal
a 'immersion.

Proposition 1.5.4 i) Soit f:Y — X un S-morphisme, alors la suite

[ (Qx/s) = Qyys — Qy;x — 0

est exacte.

ii) Soiti:Y — X une S-immersion d’idéal I, alors la suite
Ny/x — i (Qx/g5) — Qyss — 0
est exacte.

Démonstration: Rappelons que dans une catégorie abelienne, une suite
M — M — M" — 0 est exacte ssi pour tout objet N, la suite
0 — Hom(M"”,N) — Hom(M,N) — Hom(M",N) est exacte (pour la
réciproque, faire N := Coker(M’ — M)).

Dans le premier cas, il s’agit donc de montrer que, pour tout OQy-module
F la suite

O — Hom(Qy,x,F) — Hom(Qy /g, F) — Hom(f*(Qx/s), F)
est exacte. Or cette suite se rééerit
0 — Derp, (Oy,F) — Derp,(Oy, F) — Derpy(Ox, f«(F)).

Et notre assertion résulte immédiatement des définitions.
De méme, dans le second cas, on utilise la suite d’injections

Homo,, (Ny)x, F) — Hom;—1(0 ) (Ny/x, F)

= Homo, (Z/7%,i.(F)) — Homo, (Z,i.(F))

pour se ramener & ’exactitude de la suite
0 — Derpg(Oy, F) — Derpg(Ox,i+(F)) — Homop, (Z,i+(F)),
qui est encore immeédiate. O
Les autres résultats sur les différentielles sont laissés en exercice :

Ezercice 1.44 Montrer que si X est un S-schéma et U un ouvert de X, alors

(Qx/9) v = Quys-
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Exercice 1.45 Montrer que si X est un S-schéma et f : X' — X le
morphisme déduit d'un changement de base S — S, alors Qy/ /g =

[ (Qx/s)-
Ezercice 1.46 Montrer que si X etY sont deuz S-schémas, alors Qxy .y s =
px(Qx/5) © Py (Qyys)-

Avec tout ca, on peut facilement calculer les modules des différentielles.

Ezercice 1.47 Montrer que si A = R[t1,...,t,], alors Q4 p est un module
libre sur les dt; et que pour tout f € A, on a df =3 1.;<,(0f/0t;)dt;.

Ezercice 1.48 Montrer que si A = Rlt1,...,tn]/(f1,..., fr), alors Qq R est
le quotient du A-module libre sur les dt; par les relations Y, ;. (0f;/0t;)dt;
0.

Ezercice 1.49 Montrer que si C est une conique iréductible réduite (c’est a
dire intégre) affine ou projective sur un corps k, alors Q¢ (on devrait écrire
Qc/k) est localement libre. Et si la conique n’est pas réduite, ou pas intégre ?

Exercice 1.50 Soit C la courbe affine plane d’équation y* = 23 sur un corps

k de caractéristique # 2. Montrer que Q¢ n’est pas localement libre. Méme
chose pour l’équation y* = x> — x2. Et pour léquation y?> = x5 — x ?

Ezxercice 1.51 Pour les courbes de l’exercice précédent, considérer la projec-
tion p: C — Al sur Uaze des x ou l’aze des y. Calculer QC/Ai' La suite

0—p*(Qa1) = Qo — Qa1 — 0
est elle exacte o gauche aussi ?

Ezercice 1.52 Montrer que si X := PY, alors Qx,g est un module localement
libre de rang n (on peut aussi montrer ’existence d’une suite exacte

0 — Qx5 — Ox(=1)"" = Ox —0).

FEzercice 1.53 Montrer que si k'/k est une extension algébrique séparable,
alors Qs = 0.

Ezxercice 1.5 Soit k un corps de caractéristique p > 0, K := k(t) et
K':= K[X]/(XP —t). Montrer que Qg # 0.
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Pour aller plus loin, il va falloir mettre des conditions de finitudes. La
notion adoptée est celle de morphisme localement de présentation finie, qui
se définit de la méme maniére que celle de morphisme localement de type
fini. Et sur des schémas localement noethériens, les deux notions coincident.

Définition 1.5.5 Un morphisme f : Y — X est localement de présentation
finie si il existe un recouvrement affine ouvert {U;}ic; de X et pour tout
i € I un recouvrement affine {Vij}jes, de f~1(U;) tel que, si on écrit
U; =: Spec A; et V;; =: Spec B;j, alors B;; est une Aj-algébre de présentation
finie (quotient d’un anneau de polynome par un idéal de type fini). Le
morphisme est dit de présentation finie si, en plus, il est quasi-compact.

Comme pour les morphisme localement de type fini, on démontre un
certain nombre de propriétés. Celles-ci sont laissées en exercice.

Ezercice 1.55 Montrer que si f 1Y — X et g: Z — Y sont localement de
présentation finie, alors f o g aussi.

Ezxercice 1.56 Montrer que si X est localement de présentation finie sur S
et S — S est un changemnent de base, alors X' := X xg S est localement
de présentation finie sur S'.

Ezercice 1.57 Montrer que si f 1Y — X est un S-morphisme avec X
localement de type fini et Y localement de présentation finie sur S, alors
f est localement de présentation finie.

Exercice 1.58 Montrer que si f :' Y — X et f/ 1Y — X' sont deux
morphismes localement de présentation finie de S-schémas, alors f x f :
Y xsY' — X xg X' est localement de présentation finie.

Nous aurons aussi besoin plus tard du résultat suivant (laissé aussi en
exercice) et qui peut servir dans les exercices précédents.

Ezercice 1.59 Montrer que si X est un S-schéma localement de type fini,
alors limmersion diagonale § : X — X xgX est localement de présentation
finie. Montrer qu’en fait l’idéal T de cette immersion est de type fini. En
particulier, Qx /g est un Ox-module de type fini.

On va maintenant définir la notion de morphisme lisse. Il faut avoir a
I’esprit que la définition qui suit, tres formelle, n’est pas trés maniable en
pratique. Il faudra travailler un peu pour obtenir des caractérisations plus
fonctionnelles.
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Définition 1.5.6 Un morphisme localement de présentation finie f : X —
S est lisse (resp. étale, resp. non-ramifié) si pour tout S-schéma affine T
et tout sous-schéma fermé T’ définit par un idéal de carré nul, application
X(T)s — X(T")s est surjective (resp. bijective, resp. injective).

Par récurence, on peut remplacer dans cette définition I'idéal de carré
nul par n’importe quel idéal nilpotent. D’autre part, pour la définition des
morphismes étales ou non-ramifiés, il n’est pas nécessaire de supposer T’
affine (comme on peut le voir par recollement).

Ezercice 1.60 Montrer que Ay est lisse sur S.

FExercice 1.61 Montrer que l'union de deuxr droites sécantes dans le plan
affine sur un corps n’est pas lisse.

On va illustrer cette notion par un exemple fondamental.

Proposition 1.5.7 Une extension de corps k'/k est finie séparable ssi le
morphisme correspondant est étale.

Démonstration: On se done donc une k-algebre R, un idéal de carré nul
dans R et un k-morphisme ¥’ — R/I. Par le théoreme de I’élément primitif,
on peut écrire k' = k[a] et on choisit a € R, tel que I'image de o dans
R/I soit a mod I. On veut montrer que notre morphisme se releve en un
morphisme ¥’ — R. Un tel morphisme est déterminé par I'image de « et
c’est un relevement ssi cette image est de la forme a + € avec € € I. Si P est
le polynéome minimal de o, on veut donc montrer qu’il existe un unique € €
tel que P(a + ¢€) = 0. Et on sait que P(a) =0 mod I. Comme I =0, on a
P(a+€) = P(a) 4+ €P'(a). Et puisque I'extension est séparable, P’(a) # 0.

O

Pour bien comprendre la lissité, il est nécessaire de développer des
criteres plus efficaces. C’est 'objet du paragraphe suivant.

1.6 Morphismes lisses, propriétés

La derniere assertion de la proposition suivante, qui va nous demander
un peu de travail (dans le cas lisse), est fondamentale pour comprendre la
lissité.

Proposition 1.6.1 i) Une immersion localement de présentation finie
(resp. une immersion ouverte) est non-ramifiée (resp. étale).
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it) Si f:Y - X etg:Z — Y sont, deur morphismes lisses (resp, non-
ramifiés, resp. €étales), alors f o g est lisse (resp, mnon-ramifié, resp.
étale).

iii) Si X est lisse (resp. non-ramifié, resp. étale) sur S et si S" — S est un
changement de base, alors X' := X xg S’ est lisse (resp, non-ramifié,
resp. étale) sur S'.

i) Soit f:Y — X un S-morphisme avec'Y non-ramifié et X localement
de type fini sur S. Alors, f est non-ramifié.

v) Soient f:Y — X et f':Y' — X' deuzx morphismes lisses (resp, non-
ramifiés, resp. étales) de S-schémas. Alors, fx f': Y xgY' — X xgX'
est lisse (resp, non-ramifié, resp. étale).

vi) Soit f Y — X wun morphisme, {U;} un recouvrement ouvert de
X et pour tout i, {Vij} un recouvrement de f~1(U;). Si, pour tout
i,j, le morphisme Vi; — U; induit par f est lisse (resp, non-ramifié,
resp. étale), alors f est lisse (resp, non-ramifié, resp. étale). Et
réciproquement.

Démonstration: La quatrieme et la cinquiéme assertion sont conséquences
formelles des trois premieres. Et celles ci sont conséquences immédiates
des définitions (vérifier!). Il reste & démontrer la derniere assertion. La
réciproque est immédiate en remarquant que si 1" est un sous-schéma de
T défini par un idéal nilpotent, il a méme espace sous-jacent que T'.

On se donne donc un X-schéma affine T' et un sous-schéma T" défini par
un idéal de carré nul. On se donne un X-point s’ de Y & valeur dans 7" et on
note I/Vi’j I'image inverse de V;; dans T". Le point s’ induit un U;-point sgj de
Vij. On note Wj; le sous-schéma ouvert de 1" qui a méme espace sous-jacent
que WZ’J Par construction, c’est un U;-schéma.

On suppose d’abord que les morphismes V;; — U; sont non-ramifiés et on
suppose que s se reléve en un point s de T' & valeur dans Y. On veut montrer
que s est unique. La question est locale sur Y et on conclut facilement.

On suppose maintenant que les morphismes V;; — U; sont lisses. Alors,
les sgj se relevent en des points s;; de W;; a valeurs dans Vj;. Il faut montrer
que s se releve en un point de T'. C’est I'objet de la seconde partie du lemme
suivant. O

Lemme 1.6.2 Soit X un S-schéma, T un S-schéma, T' un sous-schéma
de T défini par un idéal T de carré nul et s' un S-point de X a valeur dans
T'. Alors,
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i) L'ensemble E(T) := {s € X(T)s,sp = s'} est naturellement muni
d’une action simplement transitie de G(T) := Homo,, (s Qx/s,T).

i1) Si s’ se releve localement sur T en un S-point de T et si T est affine,
alors s’ se reléve globalement sur T'.

Démonstration: Remarquons tout d’abord que comme Z est un idéal de
carré nul, c’est de maniere évidente un O7-module. En particulier, s,Z est
un Ox-module. Remarquons aussi que si s est un relevement de s’, alors
Sy = 8.

Soient s1 et so deux relevement de ', alors s5 — st : Ox — s,Op est
a valeur dans s.Z et fournit donc un morphisme D : Ox — s.Z. On peut
vérifier que D est une S-dérivation. Réciproquement, si on se donne un
relevement s de s’ et une S-dérivation D : Ox — s.Z, on obtient un autre
relévement en substituant s* + D a s*.

On voit donc que £(T") est muni d’une action simplement transitive de

Ders(Ox,s.T) = Homo, (Qx/s5 S.T) = Hom@T,(s’*QX/S,I) =g(T).

Bien sur, dans cette construction, on peut substituer a 1" n’importe quel
ouvert W de T et les différentes constructions sont compatibles. On définit
ainsi un faisceau d’ensembles £ sur 1" qui est muni d’une action simplement
transitive du groupe G := HomoT,(s*QX/S,I) (on appelle ¢a un pseudo-
torseur).

Dire que s’ se releve localement sur 7" en un S-point de T signifie
qu’il existe un recouvrement ouvert {W;} de T tel que pour tout i, on ait
E(W;) # 0 (on dit alors que € est un torseur sous G). Chosissons alors pour
tout ¢ un relevement s; de s’ sur W;. Pour chaque couple (i,7), il existe
alors un unique D;; € G(W; N Wj) tel que S;‘Wi — s;f“wj = D;; et ceux
ci satisfont la condition de cocycle Dijw, + Djw, = Diyw,. Comme G
est quasi-cohérent et qu’on a supposé T affine, il résulte de la proposition
suivante qu’il existe une famille {D;} avec D; € G(W;) tels que pour tout
4,7, on ait Dyw, — Dyw, = Dj;. On remplace alors, pour tout 4, s} par
s; + D;. On obtient s, = s;w, et les s; se recollent pour donner le s tant
attendu.

Remarquons pour finir que, pour démontrer ce lemme, on peut remplacer
le recouvrement par un recouvrement plus fin. En particulier, on peut
supposer que s’ se releve sur un recouvrement affine standard 7' = W; U
- U W, avec W; = D(f;). De plus, par récurrence, on peut supposer
que ce recouvrement est réduit a deux ouverts : En effet, on peut écrire

> i<icn hifi =0.On pose f:=1—hif1 et W := D(f). Alors, T =W, UW
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est un recouvrement standard et W = (Wa N W)U --- U (W NW,) aussi.
O

Ce que nous venons de voir dans la démonstration de ce lemme se
généralise. Dans ce qui suit, les détails sont laissés en exercice. Si on se
donne un faisceau de groupes G sur un espace topologique X, une action de
G sur un faisceau d’ensemble £ est un morphisme de groupes G — End(E).
On dit ausi que £ est un G-ensemble. Les G-ensembles forment de maniere
évidente une catégorie. On dit que le G-ensemble £ est un pseudo-torseur si
pour tout ouvert U € X, I’action induite de G(U) sur £(U) est simplement
transitive. On dit que c’est un torseur si, en plus, il existe un recouvrement
U :={U;} de X tel que, pour tout i, on ait E(U;) # (). On dit alors que &
se trivialise sur U.

Un 1-cocycle associé au recouvrement U est une famille de g;; € G(U; N
Uj) tel que gju, 9imu, = ikjv,;- Ceux-ci forment de maniére évidente un
groupe Z'(U,G). A une trivialisation sur U du torseur £, on associe un
1-cocycle comme dans la démonstration du lemme.

On dit qu'un 1-cocycle est est un I-cobord s'il existe une famille {g;}
avec g; € G(W;) tels que pour tout 4,7, on ait gj‘Wig;Wle = g;j. Ceux-
ci forment un sous-groupe B'(U,G) du groupe des l-cocycles. On note
H'\U,G) = Z'(U,G)/B*(U,G). On obtient ainsi une bijection entre les
classes d’isomorphie de torseurs trivialisés sur U et l'ensemble H'(U,G).
En passant a la limite, on obtient méme une bijection entre les classes
d’isomorphie de torseurs sous G et 'ensemble H(X,G) := lii>nH1(Z/{, g).

Avec ces notations, le résultat dont nous avons besoin est le suivant.

Proposition 1.6.3 Soit F un faisceau quasi-cohérent sur un schéma affine
X. Soit U un recouvrement ouvert de X. Alors H'(U,G) = 0.

Démonstration: On peut se ramener a un recouvrement standard par deux
ouverts. Cette réduction est laissée en exercice car, comme remarqué a la fin
de la démonstration du lemme, c’est le seul cas dont nous avons besoin.
On se donne donc un anneau A, un A-module M et f,g € A premiers
entre eux (qui engendrent I'idéal unité de A). On se donne m € Mg, On
peut écrire m = % avec m’ € A et r € N. Comme f et g sont premiers
entre eux, il en va de méme de f" et ¢g" et on peut donc écrire hg" — kf" =
dans A. On a alors m = (hg" — kf")m = h’}%, - k’;%,. O

La propriété suivante dont la démonstration est formelle (et ne nécessite
pas le résultat que nous venons de démontrer) est laissés en exercice.
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Ezercice 1.62 Montrer que si f 1Y — X est un S-morphisme avec X non-
ramifié sur S et'Y lisse (resp. étale, non-ramifié) sur S, alors f est lisse
(resp. étale, non-ramifié).

Proposition 1.6.4 Soit f : Y — X un morphsime localement de présentation
finie. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes

i) Le morphisme f est non-ramifié.

i11) L’immersion diagonale § : Y — Y Xx Y est ouverte.

Démonstration: La seconde condition implique bien grace au lemme 1.6.2
i) que f est non-ramifié.

D’autre part, comme ’ideal Z de I'immersion diagonale est de type fini,
on voit que Qy/x = 0 ssi i~Y(Z) = 0, c’est & dire ssi § est une immersion
ouverte.

Pour conclure, il suffit de montrer que montrer que si f est non-ramifié,
alors Qdy,x = 0. On sait que ¢ induit un isomorphisme de Y sur un sous-
schéma T" de Y x x Y. Soit A le sous-schéma fermé de Y x x Y défini par Z2 et
T I'ouvert de A ayant méme espace sous-jacent que T”. Les deux projections
p1,p2 Y Xx Y — Y induisent des morphismes s1, 59 : T — Y qui relevent
s. Par construction, I'idéal T engendré par les s3(f) — s7(f) est I'idéal de T”
dans T. Si f est non-ramifié, alors s; = sy et doncT = 0. Il suit que T' =T’
et donc que Qy/x = 0. O

Exercice 1.63 On considére la courbe affine plane C d’équation y* = x3 sur

un corps k de caractéristique # 2. La projection p sur l'axe des x ou des y
est il un morphisme non-ramifié ¢ Méme question pour les coubes d’équation
y? =23 — 2% ony? =23 — 2.

On a I’habitude de dire quun morphisme f : Y — X est lisse (étale,
non-ramifié) en un point y € Y s’il I'est sur un voisinage de y. Dans le cas
non-ramifié, cet abus est justifié par la proposition suivante.

Proposition 1.6.5 Soit f : Y — X un morphisme localement de présentation
finie, y € Y et x:= f(y). Alors, les condition suivantes sont équivalentes :

i) Le morphisme f est non-ramifié au voisinage de y.
ii) Le schéma f~1(x) est non-ramifé sur k(z) au voisinage de y.

Démonstration: Par changement de base, la premiere condition implique
la seconde. Pour montrer la réciproque, on note i : f~l(z) — Y et
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iy : Speck(y) — f~!(x) les morphismes d’inclusion. On a
Qy/x,y ®oy., k(y) = T(Speck(y), (i 0iy)*Qy/x)

= F(Spec ]{Z(y), ZZQf’l(y)/k(y)) = 0.
Or on sait que {dy,x est de type fini. Par Nakayama, on obtient que
Qy/x,y = 0 et donc que y,/x est nul au vosinage de y. O

On peut donc voir si un morphisme est non-ramifié en étudiant cette
notion pour les shémas sur un corps. Dans ce cas, on a une description
explicite. Nous aurons besoin d’un résultat d’algebre commutative.

Définition 1.6.6 Soient k un corps, k une cloture algébrique de k et A une
k_—algébre. Qn dit que A est séparable sur k si le radical de Jacobson de
A= ARk est nul.

En d’autres termes, si on pose X = Spec A, cela signifie que Iapplication
canonique A — kX1 f — {f(2)}, . ¢ est injective. Le résultat dont nous
aurons besoin est laissé en exercice.

Ezercice 1.64 Soient k un corps et A une k-algebre de type fini. Montrer
que A est finie séparable ssi A est isomorphe & un produit fini d’extension
finies séparables de k.

Proposition 1.6.7 Un schéma X sur un corps k est non-ramifié ssi c’est
une somme disjointe de spectres d’extensions finies séparables de k. En
particulier, il est étale.

Démonstration: Comme une extension finie séparable de corps fournit
bien un morphisme étale (exercice), la condition est suffisante et la derniere
assertion est vérifiée. Pour montrer que la condition est nécessaire, on peut
supposer que X = Spec A affine et et il s’agit de montrer A est finie
séparable. On peut donc prendre k algébriquement clos.

Si x est un point fermé de X, on lui associe un morphisme i : Spec k —
X. En faisont le produit avec I'identité, on en déduit un morphisme s : X =
X ®r k — X x; X (localement, y — (x,y)). On a donc un diagramme

cartésien
X — X xpX

T T
Speck — X

et comme 0 est une immersion ouverte, il en va de méme de 4. Il suit que =
est ouvert (et fermé) dans X. On voit donc que I’ensemble |X| des points
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fermés de X est un ouvert discret de X. Comme X est affine de type fini sur
k, il est noetherien et | X|, qui est ouvert, est donc quasi-compact. Comme
c’est un ensemble discret, il est fini. Et X étant de type fini sur k, c’est un
schéma fini sur k, somme disjointe de ses points. Enfin, comme la question
est locale, on peut supposer X réduit a un point z. L’immersion diagonale est
alors bijective. Comme c’est une immersion ouverte, c’est un isomorphisme.
Il suit que X = Speck. O

A ce point, on a vraiment une vision claire de la notion de morphisme
non-ramifié : c’est un morphisme dont les fibres sont des unions disjointes
d’extensions séparables. On va s’attaquer maintenant aux deux autres
notions. On montre d’abord un résultat classique sur les morphismes lisses.

Proposition 1.6.8 i) Si f:Y — X est un morphisme lisse, alors Qy;x
est localement libre.

it) Soit f:Y — X un S-morphisme lisse, alors la suite
0— f*(Qx/s) = Qyys — Qy/x — 0

est exacte et localement scindée.

iii) Soiti:Y — X une S-immersion. Si'Y est lisse sur S, la suite
0— Ny x — i"(Qx/5) — Qy/s — 0
est exacte et localement scindée.

Démonstration: Montrons la premiere assertion. La question est locale. On
peut donc supposer que f provient d’un morphisme d’anneaux A — B.
Pour montrer que {1p,4 est projectif, on se donne un homomorphisme
surjectif de B-modules M — N. Il faut montrer que Homp(Qp/4, M) —
Homp(Q2p/4, N) est surjectif, c’est & dire que Dera(B, M) — Ders(B, N)
est surjectif. On se donne donc une A-dérivation D : B — N que 'on étend
en un morphisme de A-algebres ¢ : B — B @ N. On considére alors le
morphisme surjectif de A-algebres B@® M — B @ N. Son noyau est contenu
dans M qui est un idéal de carré nul. Comme B est lisse sur A, le morphisme
¢ se releve en un morphisme ¢ : B — B@® N. On compose avec la projection
sur M pour obtenir une dérivation qui releve D (vérifier).

De méme, pour montrer la seconde assertion, on se ramene & montrer
que si A — B est un morphisme lisse de R-algebres et M un B-module,
lapplication Derp(B, M) — Derg(A, M) est surjective. Une R-dérivation
D : A — M permet de munir B & M d’une structure de A-algebre et
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comme B est lisse sur A, I'identité se reléve en un morphisme de B-algebres
B — B ® M qui fournit un relevement de D.
Pour la derniere assertion, la technique est identique. O

En fait, la derniere assertion de la proposition précédente posséde une
réciproque.

Proposition 1.6.9 Soiti:Y — X une S-immersion dans un schéma lisse,
d’idéal Z. Alors, Y est lisse sur S ssi la suite

0— Ny/x — i"(Qx/5) — Qyss — 0
est exacte et localement scindée.

Démonstration: On sait que la condition est nécessaire. On se donne un
S-schéma affine T' et un sous-schéma fermé T” défini par un idéal J de carré
nul. Soit ' € Y(T")s. Comme X est lisse, i o s’ se releve en s € X(T')g. On
sait que s € Y (T)g ssi s* est nul sur s~1(Z). En fait, s* induit un morphisme
de s’ ' Oy-modules 8/_1Ny/X = s 1(Z/I?) — J. Celui-ci correspond & un
un morphisme de Op-modules § : s’*Ny/X — JetonaseY(T)gssid=0.

On va reformuler ¢a : soient EFy et Ex les ensembles de points qui
prolongent & T', s et i o s/, respectivement, et H = Homo, (s Ny, x, J).
On a donc une application Ex — H dont la fibre en 0 est Ey. Notons
Gy := Homo, (s Qy /s, J) et Gx := Homo,. (s i*(Qx/s), J). Il résulte de
nos hypotheses que I'on a une suite exacte

0—-Gy -Gx - H— 0.

Les ensembles Ex, Ey et H etant munis d’une action simplement transitive
de Gx, Gy et H et nos constructions étant compatibles a ces actions, la
conclusion est formelle (vérifier). O

Nous allons maintenant établir le critere jacobien. On va introduire un
peu de vocabulaire.

Définition 1.6.10 Soit X un S-schéma lisse. On dit que des sections
globales ti,...,t, de Ox sont des coordonnées sur X/S si dty,...,dt,
forment une base de Q1x/g. Si f est une section globale de Ox, on écrit

Définition 1.6.11 Soit X un S-schéma et x € X. Une présentation de X
au voisinage de x au dessus de S est la donnée d’une immersion i :U — Z
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d’un voisinage ouvert de x dans un S-schéma lisse, de coordonnéesty, ..., t,
sur Z et de générateurs f1,..., f, de l'idéal T de i sur Z. On dit alors que
J :=[0f;/0t;] est la matrice jacobienne associée a cette présentation. Enfin,
on dit que la présentation est minimale en x si fi,..., fr est un systéme
minimal de générateurs de I au voisinage de x (c’est a dire dans O .

En pratique, on prend pour U un voisinage affine Spec A de = au dessus
d’un ouvert Spec R de S, on écrit A =: R|[t1,...,t,])/(f1,..., fr) et on prend
Z = A%,

Nous aurons aussi besoin des notations suivantes. Si F est un faisceau
sur un schéma X et s une section de F sur un voisinage de z, on notera s(x)
Iimage de s dans F ® k() 1= F R0y, k(z).

Proposition 1.6.12 (Critére jacobien) Soit X un S-schéma muni d’une
présentation au voisinage d’un point x. Alors, la jacobienne évaluée en ,
J(x), est de rang mazimal ssi X est lisse sur S en x et la présentation est
minimale en x.

Démonstration: On se donne donc une immersion ¢ : U < Z d’un voisinage

ouvert U de x dans un S-schéma lisse, des générateurs fi,..., fr de I'idéal
T de i et une base de la forme dty,...,dt, de Qz/g. Dire que J(z) est de
rang maximal signifie que dfy(z),. .., df,(z) sont linéairement indépendants

dans Qz/g®@k(r). Quitte a faire un changement de coordonnées, cela signifie
encore que

dfi(x),...,dfr(z),dtr41(x), . .. dt,(x)

forment une base de §2/¢ ® k(z). Par Nakayama, et quitte a rétrécir Z, cela
veut dire que dfy, ..., dfy,dty 11, ... dt, forment une base de 2/g.
En d’autres termes, notre condition signifie que

0— Nz —i*(Qgz/5) = Qg — 0

est exacte et scindée et que les images de f1,..., f, dans Ny v forment une
base.

On traduit une derniére fois notre hypothese. La premiere partie signifie
que X est lisse en z. Et la seconde partie nous dit que les f1, ..., f, forment
un systéeme minimal de générateurs de Z au voisinage de z (appliquer
Nakayama a 7, dans Oz,). O

Ezercice 1.65 Soit R un anneau et H une hypersurface de A'; définie par
un polynéme (non-constant) f. Montrer que H est lisse en x sur R ssi il

existe i tel que (Of/0t;)(x) # 0.



1.6. MORPHISMES LISSES, PROPRIETES 31

Ezercice 1.66 Soit k un corps de caractéristique p > 0 et V ’hypersurface
diagonale d’équation y ;. Xfl = 0 dans P}. A quelle condition V est elle
lisse 7

Ezercice 1.67 Soit C' une cubique projective irréductible et réduite sur un
corps algébriquement clos de caractéristique > 3. Montrer que si C' n’est pas

lisse, alors C est isomorphe a la courbe d’équation y*z = 3 ot a la courbe

d’équation y*z = x3 — 222.

Ezxercice 1.68 Avec les hypothéses de la proposition, montrer que J(x) est
carrée inversible ssi X est étale sur S en x et la présentation est minimale
en x.

La seconde assertion de la propostion 1.6.8 posséde aussi une réciproque.

Proposition 1.6.13 Soit f : Y — X un S-morphisme entre schémas lisses.
Alors [ est lisse ssi la suite

0— f*(Qx/s) = Qyys — Qyyx =0
est exacte et localement scindée. En particulier, f est étale ssi
[ (Qx/5)>Qyys-
Démonstration: On sait que la condition est nécéssaire. Montrons qu’elle
est suffisante. On peut factoriser f en une immersion i : Y «— Z suivie d'un
morphisme lisse p : Z — X (prendre par exemple 'immersion diagonale et
la projection). Par hypothese, on a une suite exacte localement scindée
(%)0 — f*(Qx/5) — Qy/g — Qy/x — 0.
Mais comme Z aussi est lisse sur S, on a une suite exacte localement scindée

0—p*(Qyys) — Qzys = Qz/y — 0

et en prenant l'image invers par 4, on obtient une suite exacte localement
scindée

(#%)0 — f*(Qyys) — 1" Qg5 — i"Qz/y — 0.
On a bien str un morphisme de suites exacte de (xx) dans (). Comme X
est lisse sur S, la suite

0— Nyg/x —i"(Qz/5) — Qx5 — 0
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est exacte localement scindée. Il suit que la suite
0— Nyg/x —i"(Qzv) = Qx)y — 0

I’est aussi. Cela signifie bien que f est lisse.
La seconde assertion résulte du fait que f est étale ssi f est non-ramifié,
et que f est non-ramifié ssi Qx/y = 0. a

On peut raffiner un peu ce résultat :

Ezxercice 1.69 Avec les hypotheses de la proposition précédente, montrer que
f est lisse (resp. étale) en y ssi f*(Qx/s) @ k(y) — Qy s @ k(y) est injectif
(resp. bijectif ).

De notre proposition, on déduit une autre description de la notion de
coordonnées locales.

Corollaire 1.6.14 Soit X un S-schéma et ti,...,t, € I'(X,Ox). Dire que
le morphisme correspondant t : X — A est étale signifie que X est lisse et
que ty,...,t, forment un systeme de coordonnées locales sur X .

On peut définir la notion de topologie sur une catégorie. Il s’agit de se
donner des morphismes, qui correspondent aux ouverts, et des familles de
morphimes qui correspondent aux recouvrements. L’exemple fondamental
est celui de la catégorie des espaces topologiques. Un ouvert est une
aplication U — X qui induit un homéomorphisme entre U et son image
dans X. Un recouvrement est une famille d’ouverts {U; — X };c; qui est
surjective (tout point de X est dans 'image de 'un des U;.

On peut faire la méme chose avec la catégorie de schémas sur une
base S : les ouverts sont les immersions ouvertes et les recouvrements sont
les familles surjectives d’immersions ouvertes. Idem avec la catégorie des
variétés holomorphes (ou plus généralement, des espaces analytiques) sur
C. Dans ce cas, on dispose du théoreme d’inversion locale qui dit qu’un
morphisme est un isomorphisme local ssi il induit un isomorphisme sur les
différentielles. De méme, une variété est holomorphe ssi elle est localement
isomorphe & C™. L’analogue pour la topologie de Zariski est faux (une courbe
elliptique n’est pas localement isomorphe & une droite). Il est donc nécessaire
de remplacer la topologie de Zariski par une topologie plus riche. On prend la
topologie étale. Les ouverts sont les morphismes étales et les recouvrements
sont les familles surjectives. On vient alors de voir le théoréme d’inversion
locale qui dit qu’un morphisme entre deux schémas lisses est étale en un
point ssi il induit un isomorphisme sur les modules de différentielles au
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voisinage de ce point. On peut aussi montrer qu’'un S-schéma X est lisse
ssi il est localement isomorphe pour la topologie étale a A'%. C’est une
conséquence du théoreme des fonctions implicites que lon va déduire, comme
dans le cas classique, du théoreme d’inversion locale.

Proposition 1.6.15 Un schéma X est lisse sur S en x € X ssi il existe un
voisinage ouvert U de x et un morphisme étale U — A% au dessus de S.

Démonstration: 11 s’agit de montrer que si X est lisse sur S en z € X, on
peut trouver un systeme de coordonnées locales au voisinage de x. Or ceci
est clair car on peut supposer {lx/g libre et on sait qu'il est engendré par
I'image de Ox. |

Une autre notion fondamentale que nous n’aurons pas le temps d’étudier
est celle de platitude. La section suivante liste définitions et les premiers
résultats.

1.7 Quelques mots sur la platitude

La notion de morphisme plat est une notion plus faible que celle de
morphisme lisse (pour les morphismes localement de présentation finie) qui
permet de ramener certains problemes a un calcul sur les fibres.

Définition 1.7.1 Soit f : Y — X un morphisme de schémas. Soit y € Y
et x := f(y), alors f est plat en y si Oy, est plat sur Ox 5. Le morphisme
f est plat s’il est plat en tout point de Y.

Ezxercice 1.70 Montrer que Spec A — Spec B est plat ssi A — B est plat.
Ezercice 1.71 Montrer qu’une immersion ouverte est un morphisme plat.

Ezercice 1.72 Montrer que si f 1Y — X et g : Z — Y sont deur
morphismes plats, alors f o g est plat.

Exercice 1.73 Montrer que si X est plat sur S et si ' — S est un
changement de base, alors X' := X x5 S’ est plat sur S’.

Exercice 1.7 Montrer que si f :' Y — X et f/ Y — X' sont deux
morphismes plats de S-schémas, alors f x [/ 1Y xgY' — X xg X' est
plat.



34 CHAPITRE 1. ENONCE DES CONJECTURES DE WEIL

Ezercice 1.75 Montrer que si f :' Y — X un morphisme, {U;} un recou-
vrement ouvert de X et pour tout i, {Vi;} un recouvrement de f~1(U;) tels
que les morphismes V;; — U; induits par f sont plats, alors f est plat. Bt
réciproquement.

Voici par exemple une application de cette notion.

Proposition 1.7.2 Soit f : Y — X un morphisme localement de présentation
finie, y €Y et x := f(y). Alors, f est lisse eny si f est plat eny et f~(y)
est lisse sur k(x).

Démonstration: Non rédigé. O

On en a fini avec ces notions. On va revenir maintenant aux conjectures
de Weil.

1.8 Approche naive des conjectures de Weil

On revient a notre probleme. Et on rapelle tout d’abord la premiere
conjecture de Weil.

Théoréme 1.8.1 (Conj. de Weil, rationalité, version additive) Soit X
une variété algébrique sur F,. Alors, il existe des entiers algébriques o, 3;
tels que pour tout r, on ait N.(X) =) af — > 3].

On va regarder de plus pres le cas propre et lisse. Dans ce cas, on a déja
une précision sur le résultat de pureté.

Théoréme 1.8.2 (Conj. de Weil, pureté, version additive) Si X est
de dimension d, les entiers algébriques o; et (3; sont des nombres de Weil
de poids € [0,2d]. Si X est propre et lisse, les poids sont pairs pour les «;
et impairs pour les [3;.

Exercice 1.76 Vérifier cette conjecture pour une variété linéaire projective,
pour la quadrique de Segre et pour un schéma fini étale.

On peut aussi regarder maintenant 1’équation fonctionnelle. On rappelle
que X est de pure dimension d si toutes les composantes connexes ont
dimension d.

Théoréme 1.8.3 (Conj. de Weil, éq. fonct., version additive) Si X
est propre et lisse de pure dimnension d, alors, Uapplication v — q% /v induit
une permutations des o; et une permutation des 3;.
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Ce résultat est du a Grothendieck ([10]) et date de 1965.

Ezercice 1.77 Vérifier cette conjecture pour une variété linéaire projective,
pour la quadrique de Segre et pour un schéma fini étale.

Pour aller au dela, il est nécessaire d’avoir une meilleure formulation de
ces conjectures. Celle ci passe par le formalisme des fonctions zéta.
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Chapitre 2

Etude des conjectures de
Weil

Dans ce chapitre, on va reformuler les conjectures de Weil en termes de
fonctions zéta et démontrer ces conjectures pour les hypersurfaces diago-
nales.

2.1 Fonctions zétas arithmétiques

En théorie analytique des nombres, les séries de Dirichlet jouent un role
trés important. Ce sont les fonctions complexes d’une variable complexe qui
admettent un développement en série de la forme

f(s) = Z anpn”®.
n=1

On reviendra plus tard sur ces fonctions. Pour I'instant, on va donner une
approche algébrique de cette notion. Les propriétés, faciles a démontrer
seront laissées en exercice.

Soit R un anneau. Une fonction arithmétique a valeur dans R est un
élément de A := RN". On peut donc le voir comme une fonction f : N* — R
ou comme une suite (a,) d’éléments de R indexée par N*. Le produit de
convolution est défini par (an) * (b,) =: (cn) avec ¢, ==}, a;b;j. On peut
généraliser cette notion en remplacant N par le monoide les idéaux d’un
anneau de Dedekind. Nous ne le ferons pas car nous n’en aurons pas besoin.

Ezxercice 2.1 Montrer que A est une R-algébre commutative unitaire. Mon-
trer que les inversibles sont les (an) avec a1 € R*.

37
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Pour faire le lien avec les séries de Dedekind, note n=*° 1’élément de A
tel que a, = 1 et a,, = 0 pour m # n. Cette notation est justiféee par le
résultat qui suit.

S S

Ezxercice 2.2 Montrer que n~*m~% = (nm)~*.

On peut aussi montrer que A est une algebre de séries formelles.

Exercice 2.3 Soit P l'ensemble des nombres premiers A := R[[{tp}pep]].
Montrer qu’il existe un unique isomorphisme d’anneaur A — A tel que
t, — p~° (on pourra remarquer que, par définition A = RNIPL o N[P] est
le monoide engendré par P, et utiliser la bijection N*=N|[P| correspondant
a la décomposition des entiers non-nuls en facteurs premiers).

On munit R de la topologie discréte et A de la topologie produit.

Ezxercice 2.4 Montrer que A est une R-algébre linéairement topologisée (les
opérations sont continues et il exite un systéme fondamental (dénombrable)
de voisinages de zéro formé d’idéaux I, ).

Ezercice 2.5 Montrer que A est séparé et complet (on peut prendre pour
distance d(f,g) = e™™ ou n est le plus grand entier tel que g — f € I,).
Montrer en fait que A =lim A/I,.

Exercice 2.6 Montrer que lisomorphisme A — A est un homéomorphisme.

On voit immédiatement que tout élément de A s’écrit de maniére unique
sous la forme Y 7, a,n~°. C’est pourquoi on appelle aussi A I’algebre des
séries formelles de Dirichlet a coefficients dans R.

On revient a nos moutons de la géométrie algébrique.

Proposition 2.1.1 Soit X un schéma localement de type fini sur Z et
x € X. Alors, x € |X| ssi k(x) est fini.

Démonstration: Comme tout anneau integre fini est un corps, la condition
est clairement suffisante. Pour montrer la réciproque, on peut supposer que
X est affine, puis que X = A7. On se donne donc un homomorphisme
surjectif Z[t1,...,t,] — k et il faut montrer que k est fini.

Supposons tout d’abord que k est de caractéristique nulle. Il résulte du
Nullstellensatz que k est une extension finie de Q, c’est & dire un corps de
nombres. Soit O I'anneau des entiers de k. Alors, on peut écrire les images des
t; dans k sous la forme o /7y avec a;, v € O. On a donc k = O,,. Donc, si p est
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un nombre premier, on peut écire & = % et on en déduit que N(vy) = N(a)p?
si bien que p divise N(y). On a donc N(y) =0 et v = 0. Contradiction.
On voit donc que k est de caractéristique p > 0. On a alors un morphisme
surjectif Fplt1,...,t,] — k et il résulte du Nullstellensatz que k est une
extension finie de F), et donc fini. O

On se donne donc un schéma de type fini X sur Z. Si z € | X]|, on pose
N(z) = [k(z)|.

Ezercice 2.7 Montrer que pour tout entier n, il existe un nombre fini de
x € |X| tels que N(x) < n.

—S

Ezercice 2.8 Montrer que pour tout x € |X|, 1 — N(x)™*° est une série de

Dirichlet inversible et que le produit

1
H 1—N(z)~s

z€|X|

converge dans 'anneau des séries de Dirichlet (sur Z).

Définition 2.1.2 Awvec les notations précédentes, la fonction zéta de X est
la série de Dirichlet

1
¢(X,8) =[] TN

z€|X|

On rappelle que la fonction zéta de Riemann est la série formelle de
Dirichlet définie par ((s) := > 7, n~*.

Exercice 2.9 Montrer que ((A%,s) = ((s —n).

Ezercice 2.10 Montrer que si on écrit X comme union disjointe de sous-

schémas X;, alors (X, s) =[], ((Xi,s).

FEzercice 2.11 Exprimer ((P7,s) a laide de la fonction zéta de Riemann.

On va considérer maintenant le cas des variétés algébriques sur un corps

fini.
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2.2 Fonctions zéta géométriques

Si X est un schéma de type fini sur F, et si # € |X]|, on pose
degz := [k(x) : Fy).

On rappelle que si R est un anneau, alors R[[t]] := RN comme R-
module topologique et que ¢ := (0,1,0,0,...). On en fait une R-algébre en
définissant la multiplication comme d’habitude (comme pour les polynémes).
C’est une R-algebre linéairement topologisee separée et compléte. En fait, les
puissances de 'idéal (¢) forment une base de voisinage de 0. Dans la catégorie
des R-algebres topologiques, on a R[[t]] = lim R[t]/t" ou les quotients sont
munis de la topologie discrete.

Lemme 2.2.1 57 X est un schéma de type fini sur Fg, le produit

1
I s

z€|X|
converge dans Z[[t]].

Démonstration: Effectivement, comme X est de type fini, on a 1 —¢¢8% = 1
mod ¢V pour presque tout x. O

Définition 2.2.2 Si X est un schéma de type fini sur Fy, la fonction zéta
géométrique de X est

1
z€| X|

Remarquons qu’alors, ((X,s) = Z(X,¢*). En particulier, pour étudier
les fonctions zéta arithmétiques de schémas définis sur un corps fini, il
suffit de considérer les fonctions zéta géométriques. On a une formule plus
générale, laissée en exercice, qui était d’ailleurs la définition originale de la
fonction zéta arithmétique.

Ezercice 2.12 Soit X un schéma de type fini sur Z, P [’ensemble des
nombres premiers et pour tout p € P, X, := X ®z F;,. Montrer que

((X,8) =[] 2(Xpp7%).

peEP

Ezercice 2.18 Montrer que si on écrit X comme union disjointe de sous-

schémas X;, alors Z(X, s) = [ [, 2(Xi, s).
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Proposition 2.2.3 Si X est un schéma de type fini sur Fy, on a
) o
7Z(X,t) = eXp(; N, . )
avec Np = | X(Fgr ),

Démonstration: On va d’abord donner une autre description de NV,.. On a
une application évidente X (Fy) — |X|. Son image est formée des z € |X|
tels que degx|r. De plus, la fibre en = de cette application est munie d’une
action simplement transitive de Gal(k(x)/F). Il suit que

N, = Z degx.

deg z|r

Notre assertion résulte alors du lemme qui suit. O

Lemme 2.2.4 Si X est un schéma de type fini sur Fy et X : | X| — R une
application dans un anneau R, on a

1 =t
1] = Maz)tdees eXp(; S o)

z€|X]|

avee Sy =3 deg ofr )\(:E)@ degx.

Démonstration: Comme nos deux série prennent la méme valeur 1 en 0, il
suffit de considérer les dérivées logarithmiques. D’un coté, on trouve

)‘( )tdegx ldegx kdegz—1
Z 1_)\( tdegz Z Z)\ t ® degm

z€|X| z€|X| k=1
o0 [eo]
= Z Z MNz)Tezt" L dega = Z St
r=1degz|r r=1
. . Lo 2 0 t"
qui est bien la dérivée de ) 7, 5.5 O

Ezxercice 2.1/ Calculer 7(X,t) pour une variété linéaire affine ou projective,
pour une variété finie, pour une conique affine ou projective, pour le groupe
linéaire et pour la quadrique de Segre.

On peut enfin énoncer les conjectures de Weil sous leur forme multipli-
cative.
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Théoréme 2.2.5 (Conjectures de Weil) Soit X une variété algébrique
de dimension d sur F,. Alors,

i) (rationalité) 7(X,t) est une fonction rationnelle a coefficients dans Q.

it) (pureté) Ses zéros et ses piles sont des nombres de Weil de poids
€ [—2d,0]. St X est propre et lisse, les poids des zéros sont impairs et
ceur des poles sont pairs.

i11) (équation fonctionnelle) Si X est propre et lisse de pure dimension d,
alors

1
X, —) = +¢F2F 7(X ¢t
Z( ,th) q Z(X,1)
avec E € Z.

La premiere assertion nous dit que Z(X,t) € (1+tZ[[t]]) N Q(t) C Q[[t]].
Exercice 2.15 Vérifier ces conjectures pour les variétés habituelles.

Ezercice 2.16 Montrer que ces conjectures sont équivalentes a leurs versions
additives.

On appelle polynéme de Weil de poids m tout P € Z[t] qui peut s’écrire
B m
P=1[_1(1 —ast) avec || = ¢q=2.

Ezercice 2.17 Montrer que les racines d’un polynome de Weil de poids m
sont des nombres de Weil de poids —m

La seconde assertion du théoréme nous dit donc que Z(X,t) est un
quotient de produits de polynomes de Weil de poids € [0,2d]. On va se
concentrer maintenant sur le cas propre et lisse.

Théoréme 2.2.6 (Conjectures de Weil, suite) Si X est propre et lisse
de dimension d, on peut écrire

2d
Z(X,t) = [[ PV
1=0

ou P; est un polynome de Weil de poids 1.
Si X est de pure dimension d, alors pour tout i, on a Pyy_;(t) =
CitBiPi(ﬁ) avec C; € Z et B; € N.

Exercice 2.18 Montrer que Uon a nécessairement C;Coq_i = ¢*Pi et Bog_; =
B;.
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Ezercice 2.19 Montrer que, dans le cas © = d, la derniere assertion résulte
de la premicre.

Ezercice 2.20 Montrer que cette conjecture est équivalente a la précédente
dans le cas propre et lisse et que E = Z o= 1)'B;.

Ezercice 2.21 Vérifier cette conjecture pour P™, pour la quadrique de Segre

et pour une variété finie étale (calculer dans ce cas les polynomes P; ansi
que les C;, B; et E).

Notre probleme de départ était I’étude modulo p d’'un systeme d’équations
a coefficients entiers. Ceci nous conduit a 1’étude d’une variété X en ca-
ractéristique p. Mais un tel systéme permet aussi de définir une variété V'
en caractéristque nulle. La derniere partie des conjectures de Weil prédit
I’allure de la fonction zéta de X a partir de la géométrie de V.

Nous allons voir ci-dessous comment on peut associer a une variété V
propre et lisse sur C, une variété différentable compacte V. Pour une
telle variété, on peut considérer les groupes de cohomologie H! (V" Z).
Admettant ceci pour linstant, on peut énoncer la derniere partie des
conjectures de Weil.

Théoréme 2.2.7 (Conjectures de Weil, fin) Soit R un anneau muni
d’un morphisme surjectif R — Fy et d’un morphisme injectif R — C. Soit
X un R-schéma propre et lisse tel que X := X QrF, et V := X @ C. On
a alors pour tout i, B; = rang H' (V" Z).

Ezxercice 2.22 Vérifier cette conjecture dans les cas habituels (on rappelle
que rang H'(PE™,Z) = 1 si i = 2j avec 0 < j < n et 0 sinon).

On va maintenant expliquer la construction de la variété analytique
associée a une variété algébrique.

2.3 Analytique vs algébrique

On définit un espace analytique sur C comme un espace localement
annelé (V, Oy ) qui est localement de la forme suivante : Il existe fi,..., fn
holomorphes sur une boule ouverte B := B(0,1) C C" tel que X = {z €
B,Vi, fi(x) =0} et Ox =i~ Y(Op/(f1,..., fn)) oui: X < B est 'inclusion
et Op est le faisceau des fonctions holomorphes sur B.

Si X est un schéma localement de type fini sur C, on considere ’ensemble
X = |X|. Si X = A%, on a une bijection évidente X=X (C)=C" qui
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munit X% d’une structure d’espace analytique. Si X est affine, on peut
supposer que X C A¢ et X C C™ est muni d'une structure d’espace
analytique (qui dépend de la structure de schéma de X). En général, X peut
étre recouvert par des ouverts affines U; et il suit que X% est recouvert
par les U et est donc aussi muni d’une topologie qui en fait un espace
analytique.

Ezxercice 2.28 Montrer que si X est un schéma localement de type fini, la
topologie de X" ne dépend pas des choix et que l'inclusion X — X est
continue.

On peut définir la topologie de X%* d’une autre maniere. Si f €
I'(X,Ox), on peut considérer o : X% — C définie par f*(x) = f(x) €
k(x) = C.

Ezercice 2.24 Montrer que la topologie de X est la topologie la moins fine
rendant continues les fonctions f*" avec f € T'(U,Ox), lorsque U parcourt
les ouverts (de Zariski) de X .

On fait de I'inclusion X" < X un morphisme d’espace annelés comme
suit. La question est locale et on peut donc supposer X affine. On se rameéne
facilement au cas X = Ag. Or, on a un morphisme évident Cltq,...,t,] —
I'(C", O¢n) qui induit bien I'inclusion C™ < Ag (en général, un morphisme
d’espace localement annelés X — Spec A est déterminé par le morphisme
d’anneaux A — I'(X, Ox)).

On peut verifier que notre construction est correcte et fonctorielle. Plus
précisément, on démontre le résultat suivant laissé en exercice.

Ezxercice 2.25 Montrer que si X est un schéma localement de type fini, le
morphisme d’espace localement annelé X" — X est bien défini et qu’il
représente le foncteur V. — Homype gnn.(V, X) sur la catégorie des espaces
analytiques.

Si on veut étre plus terre a terre, ce résultat dit que si on se donne un
morphisme d’espaces localement annelés V' — X, il se factorise de maniere
unique en un morphisme d’espaces analytiques V' — X %" suivi de X" — X.
En particulier, la construction X +— X" est fonctorielle.

FExercice 2.26 Montrer que X est connexe ssi X" est connexe.

Ezercice 2.27 Montrer que X est séparé ssi X" est séparé.
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Ezxercice 2.28 Montrer que X est propre ssi X" est compact (difficile).
Ezercice 2.29 Montrer que X est lisse ssi X" est une variété holomorphe.

Ezercice 2.30 Montrer que f 'Y — X est fini ssi fo : Y — X9 est
propre a fibres finies (difficile).

Ezercice 2.31 Montrer que f:Y — X est étale ssi f : Y — X est un
homéomorphisme local.

Il y a des resultats plus difficiles a démontrer. Par exemple, tout sous
espace analytique compact de P& est de la forme X" (Chow). Si X et Y
sont deux variétés projectives, tout morphisme Y " — X" est de la forme
f% pour un unique f : Y — X (Serre). Encore plus dur : toute variété
holomorphe compacte de dimension (complexe) 1 est de la forme C*"* ou C
est une courbe projective (lisse) (Riemman). De plus en plus dur, si X est
lisse et si V' est une variété holomorphe, alors tout morphisme V — X"
propre a fibres finies est de la forme f®* avec f : Y — X (et donc en
particuler, V=Y "),

2.4 Sommes de gauss

Définition 2.4.1 Un caractere d’un groupe G est un morphisme de groupes
G — C*. Un caractére additif (resp. multiplicatif) d’un corps k est un ca-
ractére du groupe additif k (resp. du groupe multiplicatif k* ). On prolongera
un caractére multiplicatif x en 0 par x(0) = 0.

Ezercice 2.32 Montrer que les caractéres additifs continus (resp. continus
bornés) de R. sont les (t) = €*™ quec o € C (resp. a € R).

Ezxercice 2.383 Montrer que si G est un groupe fini et x un caractére de G
alors x(g) est une racine de l'unité; en particulier |x(g)| = 1 et x(g)~! =

X(9)-

Ezercice 2.34 Montrer que si G est un groupe commutatif fini, les caractéres
de G forment un groupe isomorphe (non canoniquement) a G.

Lemme 2.4.2 Si x est un caractére non-trivial d’un groupe commutatif fini
G, alors 3, cqax(g9) =0
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Démonstration: On a toujours

> x(9) = x(gh) = x(g9)x(h) = x(h) Y _ x(9)

geG geG geG geG
Et il suffit alors de prendre h tel que x(h) # 1. 0
Si on muni R du caractere additif ¢(¢) := e e 2t et si f € Ll(R C), la
transformée de Fourier de f est définie par f(z) := wa (tx)f(t)dt. Cette

remarque justifie la définition suivante.

Définition 2.4.3 Soit k un corps fini muni d’un caractére additif non-
trivial ¥ et f : k — C une fonction quelconque. La transformée de Fourier
de f est la fonction f(z) = Yotk ¥(tx) f(t). La somme de Gauss associée a
un caractére multiplicatif x est gy := x(1).

Lemme 2.4.4 Soit x un caractére multiplicatif non trivial d’un corps fini
k a q éléments. Alors,

i) on a x(x) = X(x)gy-

ii) on algy| = /i

Démonstration:  On attaque la premiere assertion. Tout d’abord, pour
x =0, on retrouve ) , ., x(t) = 0 comme dans le lemme. Si x # 0, alors

D wte)x(t) =D d®)x(@ ) = x(7) Y e()x(t) = X(x)gy-
tek tek tek

La seconde assertion, maintenant : on a

‘gx‘Q = 9x9x = Z&(*@X(m)gx = Z Y(—z)y(tz)x(t)

z€k txek
=) etz —1)xt) = > O vt —1)x(@).
t,xek tek z€k

On a d'une part > ., ¥(0)x(1) = > . 1 = ¢, et d’autre part,

S et — )t =0

t£1 zck

car pour t # 1, ona ) (x(t —1))) =D, ¥(t) =0. O

On va maintenant étudier le comportement des sommes de Gauss par
rapport aux extensions de k. Nous aurons besoin du résultat suivant, laissé
en exercice.
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Ezercice 2.35 Soient E un ensemble, M := N[E] et R un anneau. Soient
d: M — Net): M — R* deur morphismes de monoides. Montrer que
dans R][[t]], on a

1 m
1 T = 2 Ami™.

eclk meM

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant. On fixe un caractere
additif non trivial ¥ et un caractére multiplicatif xy d’un corps fini k. Si
F:=X"—a; X" 1 4...4+(~1)"a, est un polyndéme unitaire de degré n, on
pose A(F) := ¥(a1)x(an).

Lemme 2.4.5 i) On a A\(FG) = AM(F)A(G).
it) On a3 jegpg NF)=0sid>1 et} pq ANF) = gy.

Démonstration: On a F := X" — a; X" 1 + ... + (=1)"a, et G =
XMy X" Lo 4 (=1)™by, si bien que FG := X" — (a3 +by) X1+
-+ (=1)"*"a,b,,. On a donc

AFG) := (a1 + br)x(anbm) = 1(a1)¥(b1)x(an)x(bm) = A(F)A(G).

Pour la seconde assertion, comme les polynomes unitaires de degré n
sont en bijection avec k™, on voit que, pour d > 1, on a

STOAE) = Y dla)v(an) = S wlar) S xlan) = 0.

degF=d ack™ a1 €k an€k
Et bien str, 3. 01 A(F) =D ,cp ¥(a)x(a) = gy O

Si k' /k est une extension algébrique, on dispose de la trace Tr : k' — k
et de la norme N : k" — k* qui sont des homomorphismes de groupes (si
a € k', alors Tr(a) est la trace de la multiplication sur k' vue comme k-
endomorphisme de k' et N(a) est son déterminant). De méme, on définit le
polynome caractéristique de a comme étant le polyndme caractéristique de
la multiplication par a dans &'.

Si 9 (resp. x) un caractére additif (resp. multiplicatif) de k, on note
Y =1 oTretx :=xoN.Sik=F,etk =F,, on écrit plutot 1., x,.
On pose alors gy, = > ,cp ¥r(t)xr(1).

Proposition 2.4.6 (Davenport-Hasse) Soit ¢ un caractére additif non
trivial de Fy et x un caractére multiplicatif. On a alors pour tout r,

9o = (=1)""'g.
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Démonstration: Soit M le monoide des polynomes unitaires a coefficients
dans F,. Si E = |Aiﬂq|, on a une bijection évidente entre M et NI[E],
donnée par k(z) = Fy[T]/F (F est le polynome minimal de z). On écrira
Az) == A(F).

Soit a € Fgr, F' son polynnome minimal et = le point de Aiﬂq correspon-

dant. Le polynome caractéristique de a sur Fyr est donc F¥sw et il suit que

Yr(a)xr(a) = A(z) ez, On en déduit que gy, = > 4eq 4 )\(az)@ deg x.
On dispose de 'identité suivante dans C[[t]] (voir exercice) :

11 1—A(i)tdg = 3 A(E)desT

zeE FeM

D’apres le lemme précédent, le second membre vaut 1 + g,t. D’autre

part, il résute du lemme 2.2.4 que le premier membre vaut exp(3_°°; gy, ).

On a donc bien g,, = (—=1)"! g5, comme annoncé. O

2.5 Sommes de Jacobi

Dans cette section, pour alléger ’écriture, si X est un schéma sur &, on

éerit X (k) := X (k)g.

Définition 2.5.1 Soient x1,...,xn des caractéres multiplicatifs d’un corps
fini k. La somme de Jacobi associée a ces caractéres est

j(X17"'aXTL) = Z Xl(xl)Xn(xn)

z€H (k)
ou H Uhyperplan d’équation ) ! | X; =0 dans AJ.

Pour calculer les sommes de jacobi, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5.2 Soient ay,...,a, € k et b un caractére additif. On écrit
q = |k|. Alors, 3= c iy ¥ (o1 aiwi) = " lsiap = =ay, et0 sinon.

Démonstration:  Pour ¢ € k, soit V. la variété linéaire affine (ou vide)
d’équations > i X; = 0 et > ; a;X; = ¢. On pose N, := |V, (k)|. On a

alors
n

> ) ) =) N(o).

x€H(k) =1 cek

Si les a; ne sont pas tous égaux, alors, pour tout ¢, V. est une variété linéaire
affine de dimension n — 2 et on a donc Y o, Newo(c) = ¢"" 2> . ¥(c) = 0.
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Supposons maintenant que a; = -+ = a,. On a alors Vy = H et V., = () si
¢ # 0. Il suit que Y., Netb(c) = Notp(0) = ¢ 1. O
Proposition 2.5.3 Soient x1,...,xn des caractéres multiplicatifs de k et

J=Jx1,--,xn)- St [[imyxi # 1, alors 5 = 0. Si [[;; xi = 1 mais pour

tout i, x; # 1, alors
q—11
=— I
-

ot q := |k|.

Démonstration:  Dans le premier cas, on peut trouver ¢t € k* tel que
a = [, xi(t) # 1. L’application x — tz étant une bijection de H (k)
sur lui méme, on a

i= > xaltz) - xn(twn) sz Y xi(@) - xnlza) = aj
ccH(k) e H(k)
et donc 57 = 0.

On suppose maintenant que H?:l x; = 1 et que pour tout ¢, on a y; # 1.
On calcule en utilisant le premier résultat de 2.4.4 et le lemme précédent,

Jngz > ngzxz (@)= > [ID_vtz)xi(t)

z€H(k z€H(k)i=1 tek

- Y St =Y 5 wa H

z€H (k) tek™ i=1 tek™ xcH (k)

tek i=1

car [y xs = 1 (ne pas oublier que 1(0) = 0). On en déduit que

n n
, - 9 _a—1
j=(qg—1q" 1H%=THQ>@
i=1 i=1
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2.6 Hypersurfaces diagonales

Le premier cas non-trivial pour lequel André Weil a démontré ses conjec-
tures est celui des hypersurfaces diagonales. Il s’agit des hypersurfaces
projectives sur un corps k a ¢ éléments ayant une équation de la forme
> a; X3 =0 avec (g,d) = 1. Nous allons nous limiter pour des raisons tech-
niques aux hypersurfaces diagonales (dites de Fermat) d’équation 3" X¢ = 0
avec ¢ =1 mod d.

Théoreme 2.6.1 Soient q,d € N tel que ¢ = 1 mod d, k un corps a q
éléments et V Uhypersurface d’équation y ;" Xl-d =0 dans P}. Alors,

n

Z(V.t) = Z(Py ) P(t) Y
ou P est un polynome de Weil de poids n — 1.

Démonstration: Si K est un corps, on note ugq(K) le groupe des racines
d-iemes de I'unité dans K et (K*)? le groupe des puissances d-iemes. On a
donc une suite exacte

0 — pg(K) = K* — (K%)= 0.

Comme d|(q — 1), X% — 1|X97! — 1 et donc |ug(k)| = d. 1 suit que
|(k*)?| = %. D’autre part, comme p4(C) est cyclique d’ordre d, que k* est
cyclique d’ordre g — 1, et que d|(g— 1), il existe un homomorphisme surjectif
x de kx sur z1g(C). On a alors Ker x = (k*)%. En effet, I'inclusion réciproque
est immédiate et les deux groupes ont méme ordre.

On vérifie maintenant que le nombre de solutions de 1’équation X% = a
dans k est 1+ x(a) + - + x(a) ! = an;lo x(a)™ (attention, on fait la
covention que 0° = 1, et on a donc x(0)° = 0° = 1 # 0 = x%(0)). En fait,
trois cas se présentent. Tout d’abord, si a = 0, on trouve bien 1 de chaque
coté. Ensuite, si a ¢ (k*)9, alors x(a) # 1 et on trouve bien 0 des deux
cotés. Enfin, si a € (k*)?, alors x(a) = 1 et on trouve d des deux cotés car si
a # 0, ’ensemble des solutions est muni d’une action simplement transitive
de p1q(k).

On note maintenant C' le cone affine de V, c’est a dire I’hypersurface
d’équation Y X? = 0 dans dans AZ“ et H I’hyperplan d’équation
> iy Xi = 0 dans dans AZ“. On peut considérer le morphisme p : C' — H
donné par la puissance d-ieme sur les coordonnées.

Dans la suite on utilise les notations standard pour les multiindex :
(m1,...,my) < (mf,...,m}) signifie que pour tout ¢, on a m; < m; et on
pose |m| =mq + -+ mp.
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Ona N(C) =2 cnm N(p~t(z)) et par ce qui précede

n d—1 d—1 n
Np @) =[] D xt@)™=>_ T xt@)™
i=0m=0 m=01i=0
et il suit que
d—1 n
N(C) = H x(zi)™

Sim>1,on a

Z HXxZ = Z HXml(iﬁz):J(XmOaaXm")

weH(k @€ H (k) i=0

On sait que cette somme est nulle si [}, x™ # 1, c’est a dire si d ne divise
pas |m|. Sinon, elle vaut % [T gxmi-
Si I'un des m;, disons m1 = 0, alors

2 wazm’—Zwaz’"’—HZx

x€H (k) 1= xekm i=1 i=1 zck

Notre somme est donc nulle & moins que m = 0. Dans ce dernier cas, on
trouve g".
Si on pose

A:={me N 1<m<d—1etd|m|}

on voit donc que
qg—1
NO) ="+ == ngmz
meAi=0
On en déduit que N (V) = N((IC;)l_l = % + % Y omea Ilizg gymi et donc,
finalement,

N(V)= NP Y
meA
avec

_1)77, 1
m; = ~——— ("™ ... M) |
H —gx T IO X™)
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Grace au théoreme de Davenport-Hasse, on voit que

1 n n

= = 117G = [T =0y

q =0 1=0

et on a donc
N(V)=NPP Y+ (=) o,
meA

On en déduit que

Z(V,t) = z(Py~ L ) P(t) Y

avec P =[], c 4(1—a,t) qui est un polynome de Weil de poids n—1 puisque

14 Vi +1 1
lam| =~ [T lgwmi| = === va" .
42 q

d

Ezxercice 2.86 Montrer que V' satisfait les conjectures de Weil (on laissera
tomber la derniere partie qui nécessite le calcul de la cohomologie de I’hy-
persurface d’équation Y 1 X4 =0 dans P*(C)).
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