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COHOMOLOGIE SINGULIERE

Soit X un espace topologique. On peut considérer sa cohomologie
singuliere
Hging(X) = H*(Cgng(X))
avec
Cing(X) = Hompns(Homiop(Ag, X), Z)

et A4 est le simplexe (convexe) de dimension g.

Cette cohomologie s'exprime comme cohomologie d’un faisceau :

THEOREME

Si X est localement contractile,

Hiing(X) = H*(X, 2).
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COHOMOLOGIE DE DE RHAM

THEOREME (DE DE RHAM)

Si X est une variété différentiable, on a

Hin(X/R) = R @ H' (X, Z).

Et donc, si X est une variété analytique complexe,
Hir(X/C) ~ C® H'(X,Z).

Si maintenant, X est une variété algébrique lisse sur un sous-corps
K de C, on a

C @k Hir(X/K) =~ Hir(X/C) ~ Hip (X*"/C).
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INTERPRETATION PAR LES FAISCEAUX

On peut aussi exprimer la cohomologie de de Rham (algébrique)
comme cohomologie d'un faisceau :

THEOREME (GROTHENDIECK)

Si X est une variété algébrique (lisse) sur un corps K de
caractéristique nulle, on a

H:iKR(X/K) = H*(Xinf7 OXinf)‘

Ici, Xing n'est plus un espace topologique mais un site et Ox. . est
un faisceau sur ce site.
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LE SITE INFINITESIMAL

Si X est une variété algébrique sur un corps K de caractéristique
nulle, Xiy¢ est le site infinitésimal dont les objets sont les

nilpotent

U————T

jouvert

X

Et le faisceau est défini par

Ox,,: (XD>UCT)—T(T,Or).
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LA COHOMOLOGIE RIGIDE

Si X est une variété sur un corps de caractéristique p > 0, la
cohomologie de de Rham est remplacée par la cohomologie rigide
de P. Berthelot,

Hyig (X/K),
ou K est un corps ultramétrique de caractéristique nulle dont le
corps résiduel est k.

Je veux montrer que c’est la cohomologie d'un faisceau sur un site
a définir :
THEOREME (( 7))

Hig(X/K) = H* (Xout, OF).
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LE SITE (ANALYTIQUE) SURCONVERGENT

Les objets du site sont les

PK ouvert ) 4
immersion
y—==ep
ouvert
X Schéma formel

Et le faisceau est défini par
Ol (XD UCP—Px2V)—T(Uy,i 0)

avec
]U[VZ:]U[pﬂV et iy :]U[\/‘—> V.
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CECH—ALEXANDER SURCONVERGENT

Si on plonge X dans P propre et lisse au voisinage de X, I'objet
(X:XCPHPK:PK)

est un recouvrement de I'objet final du site surconvergent.
On consideére plus généralement |'objet associé au plongement
diagonal X < P"*1 et les fleches induites par la premiere
projection

pr :1X]pri1 =1 X[p.

On définit le complexe de Cech-Alexander surconvergent de X
dans P par

= pe . 1—1 1
CAp ==[p Opc — -+ — pf*’PrHOP,’(rl — -],
ou les différentielles sont « simpliciales ».
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PREMIERE ETAPE

[l faut d’abord un théoreme d'annulation (a vérifier) :

PROPOSITION (( 7))
Vr>0,5s>0, Rsp,*i,;,hlo,,ﬁl =0.

On en déduit alors formellement que :

PROPOSITION

H* (Xant, O) = H'(1X[p, CAR).
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COMPARAISON

Il reste ensuite a identifier ce dernier espace avec la cohomologie
rigide de X qui est (par définition) :

Hyio(X/K) = H*(IX[p, ip ' Qb /)-
Pour finir, il suffit donc de montrer que :
THEOREME (( 7))

On a un isomorphisme (dans la catégorie dérivée)

CAp =~ ip'Qp, k-
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SECONDE ETAPE

Notons que si NCAY est le normalisé du complexe de
Cech-Alexander surconvergent, on a des morphismes canoniques

CAp — NCAp — i Qb /¢

et le premier est un quasi-isomorphisme.
Il reste donc a montrer :

PROPOSITION (( 7))

On a un quasi-isomorphisme

NCAp ~ ig*Qp, k-
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