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INTRODUCTION

On peut fonctionner par analogie avec I'algebre de Weyl

D= {Z X 0", ayn € C} , avec Ox"1 = (n4+1)x" et xkx = x"tk,

finie

(1) On a la suite d'inclusions

CCO—{ZC,,X",CHEC} CD_{ana",fneO}

finie finie

cD= { PR AN A 0} ~ Endc(0).

infinie
(2) Il existe une présentation 0 — D 4D 00

(3) Les D-modules a gauche forment une catégorie abélienne (de Grothendieck)
symétrique monoidale fermée avec unité O.

(4) La catégories des représentations du groupe fondamental d'un ouvert se
plonge dans celle des D-modules.
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On peut introduire de maniere analogue I'anneau des matrices

ekifn:O

M= E aknext”, axn € Z avec te,11 = e, et exe, = .
kn€kl , dkn ) n+1 n kEn 0 sinon.

infinie en t

(1) On peut montrer que

ZCZy:= Zc,,e,,,cnez c MY = Zant”,anez.

finie finie

CM= Z ant",,a, € Zy p ~ Endz(Z,).

infinie
(2) On dispose d’une résolution 0 — M -5 M — Z, — 0.

(3) Les M-modules forment une catégorie abélienne (de Grothendieck) symétrique
monoidale fermée avec unité Z,.

(4) La catégorie des groupes abéliens linéairement topologisés métrisables
complets se plonge dans celle des M-modules.
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[ ANNEAU M DES MATRICES

L'anneau M des matrices et le module Z, des vecteurs sont respectivement

@ !'ensemble des matrices N x N a colonnes finies a coefficients dans Z avec la
multiplication usuelle,

@ |'ensemble des suites verticales finies d'éléments de Z avec |'action usuelle.

S -
*
_ :
M= : et Zg:= *
0 = 0

0

Si on identifie Z, avec la premiere colonne de M, c'est un idéal principal projectif
(3 gauche) et M ~ Endz(Z,) ~ Z} (comme M-module).
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Si on pose

[y

o o

o =
SR

¢}

-+

~

on a alors une suite exacte

scindée par t'” et un isomorphisme M ~ lim M/M¢" montrant que M est complet
pour la topologie t-adique. On a par exemple 1 ="~ e,t".

On désigne par M®? 'ensemble des matrices N x N x N a coefficients entiers et
colonnes finies (premier indice fini). C'est un M-module (3 gauche) avec deux

0—M5M—2z" 0

o = O

= O O
o

structures compatibles (et échangeables) de M-modules a droite. On a

M2 o ZNXN o (ZN)N o N

de deux maniéres différentes.

Bernard Le Stum (Université de Rennes)

M-modules

14 mars 2026

6/16



DEFINITION

Le produit tensoriel interne de deux M-modules (a gauche) M et N est le
M-module a gauche

M &z, N = (M®2 @y M) @u N

en utilisant successivement les deux structures de M-module a droite.

A\

PROPOSITION

Le produit tensoriel interne munit la catégorie des M-modules d’une structure
monoidale symétrique fermée avec unite Z,.

En particulier, il existe un bifoncteur Homz, et un isomorphisme naturel
Homz, (M @z, N, P) ~ Homgz, (M, Homgz, (N, P)).

On note MY := Homg, (M, Z,) le dual de M.

PROPOSITION

MY est (isomorphe a) I'idéal projectif bilatére des matrices finies et MVY ~ M.
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PROPOSITION

Les M-modules de présentation finie sont stables par colimite, limite dénombrable,
extension et produit tensoriel interne. Tout M-module est colimite filtrante de
M-modules de présentation finie.

PROPOSITION

Pour un M-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :

@ M est de présentation finie / projectif de présentation finie,

Q@ M =~M/Mu /M/Me avec € = e,

Q |l existe une suite exacte Z!, — ZJ — M — 0 avec I, J dénombrales / un
isomorphisme Z!' ~ M avec | dénombrable.

§

M, Z, et M? sont projectifs de présentation finie.

MV est projectif mais pas de présentation finie.
Zpe := M/M(t — p) est de présentation finie (p premier).
Z[1/n]e :=MY/MY(1 — nt) et Qpe := Iirgp. Z e ne sont ni l'un ni l'autre.

© 0600
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En copiant un argument de Clausen et Scholze, on montre :

Si M est un M-module de présentation finie, alors

M~ ZE @ Extz, (Zoe ©2 T,Z,)

avec T groupe abélien dénombrable tel que TV := Homz(T,Z) = 0.

Tout idéal | de type fini de M est projectif.

DEMONSTRATION.

De maniére équivalente : tout module de présentation finie M a une résolution de
longueur 2. En effet,si0 - Z -1 —Z-J — T — 0 est exacte, il en va de méme
de 0 — Zl - Z! — &xtz,(Ze ®z T,Z,) — 0. [

COROLLAIRE

L’anneau M est cohérent.
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GROUPES ABELIENS LINEAIREMENT TOPOLOGISES

Un groupe abélien topologique M est linéairement topologisé si les sous-groupes
ouverts forment une base de voisinages de zéro. On dit alors que M est complet si
M ~ I|<_m M/M'’ quand M’ parcourt les sous-groupes ouverts.

@ Un module sur un anneau adique (sur Z[[X]] ou Z, par exemple),

@ Un module de présentation finie sur un anneau de Huber (sur Q, ou Q,{X}
par exemple).

Si V est un groupe abélien topologique, on pose Vo := {(sp)neN, Sn — 0}.

@ On retrouve Z, pour la topologie discréte,
@ on a M~ (ZN), (topologie produit) et MY ~ (Z - N), (topologie discréte),
Q Z,e =~ M/M(t — p), Z[1/n]e ~MY/MY(1 — nt) et Qpe =~ Ii_m)p_ Zpe.
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PROPOSITION

@ Si V est linéairement topologisé complet, alors M agit sur V,,

@ le foncteur V. — V4 posséde un adjoint M — Mmt=°,

@ e foncteur V — V, est mozoi'da/ : on dispose d’une application M-linéaire
naturelle Vo @z, We — (VRZzW),

@ Restreint aux groupes métrisables, le foncteur V. — V, est pleinement fidéle.

@ Restreint aux groupes discrets, le foncteur V. — V4 est fortement monoidal :
Ve XKz, W, ~ (V Rz W),

et posséde un coadjoint M — M*=C (automatiquement monoidal) qui
possede lui méme un coadjoint.

On dispose aussi de la notion de M-module linéairement M-topologisé et le point
(4) résulte alors du

Toute application M-linéaire M — N entre M-modules linéairement M-topologisés
avec M métrisable et N complet est continue.
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M-ANNEAUX

Un M-anneau A (resp. un A-module M) est un M-module muni d'un morphisme
associatif unitaire A ®z, A — A (resp. A®z, M — M).

Formellement, A est un monoide de la catégorie monoidale et M est un A-object.

PROPOSITION

@ Si R est un anneau linéairement topologisé complet (resp. V un R-module),
alors R, (resp. V) est canoniquement un M-anneau (resp. R.-module).

@ Restreint aux anneaux (resp. modules) métrisables, on obtient un foncteur
pleinement fidéle.

@ Si R est un anneau discret, la catégorie des R,-modules est équivalente a
celle des R ®z M-modules usuels.

Attention : Z, est un M-anneau et un Z,-module est un M-module usuel. On a
M =~ Z[[t]]e (resp. MY ~ Z[t]s) mais un Z[[t]]e-module n'est pas la méme chose
qu’un M-module usuel (resp. mais MY n’est pas un anneau unitaire usuel).
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@ Un Z[X],-module est un M[X]-module usuel (un M-module usuel muni d'un
endomorphisme).

@ Un Z[[X]]e-module est un M[[X]]-module usuel. On a (foncteurs pleinement

fideles)
Z[[X]]-Mod" c Z[[X]]s-Mod C Z[X].-Mod

(A : linéairement topologisés complets métrisables).

@ Un Z,,-module est un M,-module usuel (on écrit M, := lim M/pM) et
Z,-Mod" C Zpe-Mod C M-Mod.

@ Un Q,-module est un Q ®z M-module usuel (ne pas confondre avec I'anneau
Mg des matrices & — colonnes finies et a — coefficients rationnels).

@ Un Qp.-module est un Q ®z My-module usuel. On a :
Qp-Ban C Qpe-Mod C M-Mod.

(Q,-Ban = {espaces de Banach p-adiques}).

@ Un Z,{X},-module est un M,{X}-module usuel (on note
A{X} = lim,, A[X]/V[X], V sous-groupe ouvert, I'anneau des fonctions
convergentes sur le disque unité fermé).

Bernard Le Stum (Université de Rennes) M-modules 14 mars 2026 13 /16



Le produit tensoriel interne est remarquablement stable.

On a
0 Z[[X]l. @2, Z[[Y]le = Z[[X, Y]l
© Zpe @7, Z[[X]]s = Z,[[X]la,
Q Z,. ®§. Zpe 2 Zpe €t Zpe ®%. Zye =0 quand ¢ # p,
0 Que ®%, Z[[X]]e = Qp[[X]12" et Qpe ®F, Qpe = Qpe (0l
Qu[[X]]P4 := Q ®z Z,[[X]] est I'anneau des fonctions bornées sur le disque),
Q E.®z, Fo (E@QPF). si E et F sont deux espaces de Banach sur Q,,
0 Z[[X]l. 8Ly, ZI[XIl. ~ Z[[X]L.

Si R est un anneau discret de type fini (sur Z), | C R un idéal et M, N deux
R.-modules (dérivés) I-complets, alors M @ N est aussi (dérivé) I-complet.

En utilisant les mathématiques condensées, on peut retrouver ce résultat (a partir
d'un théoréme de Mann) et tout ce qui précéde :
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COUP DE THEATRE

THEOREME (GABRIEL-POPESCU)

Si A est une catégorie abélienne complete et cocomplete dans laquelle les
colimites filtrantes sont exacte et G est un générateur projectif de présentation
finie, alors A est équivalente a la catégorie des A-modules avec A = End(G).

THEOREME (CLAUSEN-SCHOLZE)

Les modules solides forment une catégorie abélienne complete et cocomplete dans
laquelle les colimites filtrantes sont exactes et ZN est un générateur projectif de
présentation finie.

COROLLAIRE

La catétorie des groupes abéliens solides est équivalente a la catégorie des
M-modules. O

— MERCI -
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