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INTRODUCTION

Soit F' € R[X] de degré d et N le nombre de solutions, éventuellement infini,

de 1'équation
aclR, F(a)=0.

On sait que N est fini si F' # 0 et qu'alors N < d. En fait, on a N = d si on tient
compte
1) des solutions imaginaires

2) de leurs multiplicités

Soit maintenant, F' et G € R[X, Y] de degrés respectifs d et e et N le nombre

de solutions, éventuellement infini du systéme d'équations

(a,b) e R, %F(a’b)zo
{T(a,b) =0,

Nous allons montrer que N est fini si F et G n'ont pas de facteurs communs et
qu'alors N < de. En fait, nous montrerons que N = de si on tient compte

1) des solutions imaginaires

2) de leur multiplicité

3) des points a l'infini.

Afin de démontrer ce théoréme, il est nécessaire de développer la théorie des
systeme d'équations polynomiales, c'est a dire la géométrie algébrique affine, sur
un corps (infini). De plus, puisqu'il faut donner un sens a la notion de point a
l'infini, il faut aussi développer la géométrie algébrique projective. Enfin, il faut
définir et étudier la notion de multiplicité (invariant numérique), ce qui se fait

par l'intermédiaire de la notion d'anneau local en un point (invariant algébrique).

Dans le chapitre 0, nous rappelons quelques notions de base de géométrie
classique, de topologie et d'algebre commutative. Dans le chapitre I, nous déve-
loppons la théorie sans utiliser d'algebre commutative. Dans le chapitre II, nous
établissons le lien entre les notions développées dans le chapitre précédent et
I'algebre commutative. Enfin, dans le chapitre III, nous étudions les courbes al-
gébriques planes sur un corps algébriquement clos.

L'essentiel du cours est directement inspiré du livre de Fulton: "Algebraic

curves'". Une partie des exercices proviennent de ce livre, de celui de Hartshorne,
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"Algebraic geometry" et plus généralement des différent livres d'introduction a la
géométrie algébrique que j'ai eu l'occasion de consulter. Certains exercices sont
dus a L. Moret-Bailly et P. Berthelot qui m'ont directement précédé dans 1'ensei-

gnement de ce cours.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 0

Rappels de géométrie, de topologie et d'algebre commutative

0.1. Géométrie classique
On fixe un corps de base k.

0.1.1. Définitions Un espace affine de dimension n sur k est un ensemble non-

vide £ muni d'une application
E xE—E,@,P)—P+@
ou E est un espace vectoriel de dimension n, appelé espace directeur, telle que
(i) SiPeE,alorsP+0 =P,
(i) SiPcEetw,v cE,alorsP+ (% +7)=P+%)+7 et
(iii) Si P, Q € E, il existe un unique PQ € E tel que @ = P + PQ .

Un espace affine de dimension 1 est une droite. Un espace affine de
dimension 2 est un plan. Si E est un espace vectoriel sur k, la structure
naturelle d'espace affine sur E est celle pour laquelle 'espace directeur est E et
l'action est donnée par l'addition £ x E —— E, (x, y) —— x + y. On dit alors que

0 est l'origine.

0.1.2. Définition Un sous-ensemble F d'un espace affine E est un sous-espace
affine s'il existe P € F tel que F = {P_@ , @ € F'} soit un sous-espace vectoriel de E
. On dit que F est un hyperplan affine si F estun hyperplan vectoriel.

e La propriété est alors satisfaite pour tout point P de F et F' est de maniere

naturelle un espace affine d'espace directeur F.

¢ Toute intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine.



* Tout sous-espace affine propre est une intersection d'hyperplans.

¢ Si E est un espace vectoriel (muni de sa structure naturelle d'espace affine),

les sous-espaces vectoriels de E sont les sous-espaces affines contenant 0.

0.1.3. Définition. Soit ¢ : E—— F une application entre deux espaces affines.
Alors ¢ est affine s'il existe un point P de E tel que l'application 6 E —F ,

P_Q ,—> o(P)p(Q) soit linéaire.

e La propriété est alors satisfaite pour tout point P de E et l'application 5 est

indépendante du point P.

¢ Si E et F sont des espaces vectoriels (munis de leur structure naturelle d'es-
pace affine), les applications linéaires de E dans F sont les applications affines

qui fixent l'origine.

0.1.4. Définitions. Si E est un espace vectoriel sur k&, ['espace projectif IP(E) est
I'ensemble des droites de E. Si ny : E\0 —— IP(E) est 'application qui envoie un
vecteur non nul sur la droite supportée par ce vecteur et siA c IP(E), on dit que
C(A) = n 1(A) U {0} est le cone sur A.

eOnaCA)=uU PcE.

PeA
® On a toujours C(UA ) =U C(A ) et C(A) c C(B) si et seulement si A c B.
0.1.5. Définition. Un sous-ensemble V de IP(E) est un sous-espace projectif
(resp. un hyperplan) si C(V) est un sous-espace vectoriel (resp. un hyperplan)
de E. Si ¢ : E —— F est une application linéaire injective, on dit que
l'application induite ¢ : P(E) —— IP(F') est une homographie.
e Toute application linéaire injective ¢ : E —— F induit effectivement une ap-

plication ¢ : IP(E) —— IPP(F). Celle-ci ne change pas si on multiplie

l'application linéaire ¢ par une constante non-nulle.

e On a toujours ¢~ 1(C(A)) = C(¢~1(A)).

0.2. Topologie générale
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0.2.1. Définitions. Un espace topologique est un ensemble E muni d'une famille
7 de parties de E, dites ouvertes, qui contient E et @ et qui est stable par union
et intersection finie. Le complémentaire d'un ouvert est un fermé. SiA c E, la
topologie induite sur A est la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties
de la forme A N U avec U ouvert dans E. On dit alors que A est un sous-espace
topologique de E. L'adhérence de A dans E est le plus petit fermé de E
contenant A. Si 'adhérence de A est E, on dit que A est dense dans E. Une ap-
plication ¢ : E —— F entre deux espaces topologiques est continue si l'image
réciproque d'un ouvert (ou d'un fermé) est un ouvert (fermé). Elle est ouverte
(resp. fermée) si 'image d'un ouvert (resp. fermé) est ouvert (resp. fermé).
C'est un homéomorphisme si elle est bijective et si la bijection réciproque est

continue. Elle est dominante si ¢(E) est dense dans F.

® Si A est une partie d'un espace topologique E, la famille des A N U avec U ou-

vert dans E définit bien une topologie sur A.

¢ Une partie A d'un espace topologique E est dense si et seulement si tout ou-

vert non vide de E rencontre A.

0.2.2. Définition. Un espace topologique non vide est irréductible s'il possede
une des propriétés équivalentes suivantes : (i) On ne peut pas l'écrire comme
union de deux fermés propres, (ii) Deux ouverts non vides ont une intersection
non vide et (iii) Tout ouvert non vide est dense.

¢ Ces propriétés sont bien équivalentes.

¢ Une partie non vide A d'un espace topologique E est irréductible pour la topo-

logie induite si et seulement si chaque fois que A c F'; U F, avec F,, F, fermés
dans E,onaA c F,ouA CF,.

¢ L'image d'un irréductible par une application continue est irréductible.

e I'adhérence d'un irréductible est irréductible. Tout ouvert dense d'un irré-

ductible est irréductible.

0.2.3. Définition. Un espace topologique est noethérien si toute famille non vide

de fermés (resp. d'ouverts) contient un élément minimal (resp. maximal), ou
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de maniére équivalente, si toute suite décroissante de fermés (resp. croissante

d'ouverts) est stationnaire.
¢ Ces quatre propriétés sont bien équivalentes.
¢ Un sous-espace non vide d'un espace noethérien est noethérien.

0.2.4. Proposition. Un espace noethérien V s'écrit de maniére unique comme

union finie de fermés irréductibles V; avec V; ¢ Vj pour i # j.

0.2.5. Définition. Les V; sont les composantes irréductibles de V.

0.3. Polynéomes

Si E et F sont deux ensembles, on note F¥ 1'ensemble des applications de E
dans F.

0.3.1. Définitions. Si R est un anneau (commutatif), on dit que R[X, ..., X, ] :=
{FGR]Nn,F(kl, ..., k) =0,kq,...,k, >>0} est l'anneau des polynoémes en n
variables sur R. On pose pour touti=1,...,n,X;(kq,...,k,) :=1si kj = 6ij pour
tout j=1,...,net0 sinon. Un mondéme de degré d est un élément de la forme
fX‘il .. .Xzin,avecfeR\O etdi+...+d,=d.

* L'ensemble R[X;, ..., X ] est bien un anneau. En fait, c'est une sous-R-al-
geébre de RINn, pour la multiplication (FG)(ky, ..., k) = . 2, F(ry, .. .,
r,)G(sy, ..., 8,).

¢ Tout polynéme non nul s'écrit de maniére unique comme somme de mo-

nomes.

0.3.2. Définitions. Si F' est un polynéme non nul sur R, le degré deg(F') (resp. la
valuation val(F')) de F est le maximum (resp. minimum) des degrés des mo-
ndémes composant F. On dit que F' est homogene si val(F) = deg(F'). En général,
la composante homogéne de degré d de F est la somme des monomes de degré
d dans F. Une forme linéaire est un polynéme homogeéne de degré 1. Si F' est un
polyndéme de degré d en une seule variable X, le coefficient dominant de F est le

coefficient de X?. On dit que F est unitaire si son coefficient dominant est 1.
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® Si un polynome F € R[X,, ..., X ]| est homogeéne de degré d, on a toujours

F(gfy, ..., 8f) =&F(fy, ..., f).

e Etant donné une R-algebre A et des éléments fi .-, f,deA, il existe un ho-
momorphisme de R-algebres et un seul R[X;, ..., X, | — A, F— F(f, ...,
f,) quienvoie X;, ..., X surf, ..., f,.

0.3.3. Définition. Etant donnés une R-algébre A et F e R[X,, ..., X, ], on dit que
l'application A"—— A, (f4, ..., f,) — F(fy, ..., f,) est l'application polyno-

miale associée a F'.

* L'application canonique R[X}, . .. ,Xn]%AAn est un homomorphisme de R-
algebres.

* Soient F' e R[X,, ..., X, ], E un ensemble, A une R-algébre, u,, ..., u, : E—
AetPeE.Onaalors F(uy,...,u,)(P)=FuP),...,u,(P)).
*SiFeRI[X,,...,X ]etsiu:A—— B est un homomorphisme de R-algebres,
alors, F(u(gy), ..., u(g,)) =u(F(g,...,8,)).

0.3.4. Dans le cas d'un corps de base infini &, on a les résultats suivants :
* SiFeklX,,...,X ]etsilapplication associée a F' est nulle, alors F' = 0.

* L'application canonique k[X;, ..., X |]— KX est injective. On identifiera
k[X,, ..., X ] avec son image dans kR

® Un polynéme non nul F' € k[X, ..., X, ] est homogeéne de degré d si et seule-
ment si pour tout (ay,...,a,)e k" ettout Le k,onaF(la,,..., Aa,) = de(al, ..

S, a,).
0.3.5. La division euclidienne peut s'interpréter comme suit
* Si F € R[X] est unitaire de degré d et R[X]_; désigne l'ensemble formé des

polynomes de degré strictement inférieur a d et du polynéome nul, alors
l'application canonique R[X]_; <~ R[X] —— RI[X]/(F) est bijective.
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®*Siaq,...,a,€k,ou kestun corps, alors (X; —ay,...,X, —a,) est un idéal
maximal de k[X;, ..., X, letk[X;,... , X I/(X;-a;,...,X, —a,) =k

0.3.6. Notations. Si F e k[ X, ..., X, ;],onnote F,=F(X;,..., X ,1). SiF e klX],
., X, 1, onpose 0°=0 et si F =0,

X X,
egF o1
= x4 F(Xn+1,...,X ) e klXy, ..., X, 1.

n+1
Si.S est une partie de £[X;, ..., X, ;l,onnoteS :={F_, Fe Sp}. Si I est un idéal
de k[X;, ..., X, ], on note I" I'idéal de k[X, . .., X, ] engendré par les F*, F € I.

* L'application F —— F_ est un homomorphisme d'anneaux. De plus, si F est
homogene non nul, on a deg F, = deg F' — m ou m est la valuation de F en X, ;

¢ Le polynéme F* est homogéne de méme degré que F.

*SiFetGeklX,,...,X,],ona (FG)"=F'G"et (F') =F

*SiFeklX,,...,X, ;] est homogéne de valuation m en X, _;, alors X7 +1(F*)*
=F.

* Un polynéme F € k[X], . . ., X| ] est irréductible si et seulement si F* est irré-
ductible.

* Si FeklX),...,X, ;]est homogéne irréductible et F' # cX ,, alors F =
(F,)" et F'_est irréductible.

* Silestunidéal de k[X;,...,X, Jona (I") =1I.

* Silestunidéal de k[X,, ..., X, ], et F homogene, alors F € I" si et seulement
siF el

0.3.7. Si R est un anneau et F':= ¥ f, X" € R[X], on posegTF( =2 nan”‘1 € R[X].

e Ona

0 d(Fd)-EG) _3}1’; gg , i) d(FG)/dX = Fgg +G§X et 111)d§ =0sifeR.
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2 2

* SiFeRI[X,...,X,] est homogene de degré m, alors mF = ZXi%.
l

*SiFeRI[X],...,X, ], AestuneR algebre et G; € A[X], alors
dF(Gy,...,G,) dF .
TX zzd—Xi(Gl,...,Gn)d—X.

e Soit Fe k[X,Y] et p=car k(oup=cosicar k=0). Alors

_ 1, mknd'F i J p
F= kE'pk!iE:kEi QiXin(P)(X_ a) ' (Y—->5b) mod (X,Y)
* Soit ' non constant € k[X, ..., X, ] tel que jTF =... =5TF = 0. Alors, & est de
caractéristique p > 0 et F' = GP. ! "
* SiFeklX;,...,X, ;]esthomogeéne, alors pour touti=1,...,n,ona
dF ~ dF,
(@)= ax;

0.4. Compléments sur les anneaux et idéaux

0.4.1. Définitions. Le radical (oula racine) d'un idéal I dans un anneau A est \/T
={feA,IneN, f*eI}. On dit que I est radical siI =4I . Un anneau est réduit
(resp. integre, resp. un corps) si l'idéal nul est un idéal radical (resp. premier,
resp. maximal).

¢ Le radical d'un idéal I de A est un idéal de A contenant 1.

¢ Soient A un anneau, I un idéal de A et = : A—— A/l la surjection canonique.
Alors, 1' application J —— ©(J) est une surjection de 1'ensemble des idéaux de
A dans celui des idéaux de A/I.

e OnaA/(I+dJ)=A/N/r(J).

e L'idéal n(JJ) est radical, resp. premier, resp. maximal si et seulement si I + J
l'est. En particulier, I est un idéal radical (resp. premier, resp. maximal) si et
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seulement si A/l est réduit (resp. integre, resp. un corps).

0.4.2. Définition. Un anneau est noethérien s'il satisfait les conditions équiva-
lentes suivantes : (i) Tout idéal est de type fini, (ii) Toute famille non vide
d'idéaux contient un élément maximal et (iii) Toute suite croissante d'idéaux

est stationnaire.
¢ Ces conditions sont bien équivalentes.
¢ Un quotient d'un anneau noethérien est noethérien.

0.4.3. Définition. Une R-algebre est de type fini si elle est isomorphe a un

quotient d'un anneau de polynémes (en un nombre fini de variables) sur R.

0.4.4. Théoreme (Hilbert). Toute algébre de type fini sur un anneau noetherien

est noethérien.

0.4.5. Théoreme (Nullstellensatz algébrique, Hilbert). Si £ est un corps, toute

extension de £ qui est une k-algébre de type fini est une extension finie de k.
0.4.6. Définitions. Un anneau A est local s'il satisfait les propriétés équivalentes
suivantes : (i) A posséde un unique idéal maximal m, et (ii) A\VA* est un idéal de
A. On dit alors que k£(A) = A/m, est le corps résiduel de A. Un homomorphisme
d'anneaux locaux ¢ : A—— B est local si ¢(m,) c mp.

* Les propriétés (i) et (ii) sont bien équivalentes et on a m, = A\A*.

e Si A est un anneau integre de corps de fractions K et p un idéal premier,

alors Ap = {f/g, g ¢ p} c K est un anneau.

e Si est unidéal de A, 1'idéal IAp de Ap engendré par [ est {f/g, fel, gep}. De
plus, on a toujours (IAp)(JAp) = (IJ)Ap.

o Ap est un anneau local d'idéal maximal pAp et de résiduel, le corps des
fractions de A/p.

e SiJ est un idéal de Ap alors J = IAp avecl =J NA.
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¢ Si A est noethérien, Ap aussi.

* Siu:A—— Best un homomorphisme d'anneaux et un idéal premier de B,
alors p := u1( ) est un idéal premier de A et u se prolonge de maniére unique

en un homomorphisme (local) u :Ap — B.

® Si u est injectif, surjectif ou un isomorphisme, il en va de méme de u .

0.4.7. Définitions. Un idéal I de R[X}, ..., X, ;] est gradué (ou homogéne) s'il
satisfait les propriétés équivalentes suivantes : (i) Tout élément de I a ses
composantes homogenes dans I et (ii) I est engendré par des polynémes
homogenes. Un élément non nul de A := R[X,, ..., X 1/I est homogene de degré
d s'il possede un représentant homogene dans R[X;, ..., X ]. Si A est integre,
un élément f du corps de fractions K de A est dit homogene de degré d si on
peut l'écrire f = g/h avec g et h homogenes et deg g — deg A =d.

¢ Les propriétés (i) et (ii) ci dessus sont bien équivalentes.
¢ La notion de degré est bien définie.

e Si A est integre, l'ensemble formé par 0 et par les éléments homogenes de
degré nul du corps des fractions de A forment un sous-corps.

0.4.8. Définition. Une valuation discrete sur un corps K est une application

surjective v : K* —— Z tel que v(f.g) = v(f) + v(g) et v(f + g) > min(v(f),
v(g)). On dit que [ € K est une uniformisante pour v si v(/) = 1. L'ensemble A :=
{feK,v(f) >0} U {0} est l'anneau de valuation de v.

e On av(1) =0 et pour tout f e KX, v(f 1) = — v(f).

* A est bien un sous-anneau de K. C'est un anneau local d'idéal maximal m, :=
{feK, v(f) >0} u {0}

*Onav(f) >nssifemy.

¢ Si A contient un corps % tel que l'application composée £ —— A —— k(A) soit
bijective, alors pour tout f € A, on a v(f) = dim, A/(f).

0.4.9. Proposition Pour un anneau A, les propriétés suivantes sont équivalentes
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(i) A est un anneau de valuation discrete.

(i) A est integre et il existe [ € A tel que tout f non nul de A s'écrive de ma-
niére unique sous la forme f = ul" avec u € A*et n € IN.

(iii) A est un anneau local principal .

(iv) A est un anneau local intégre noethérien et dim, 4, m A/mi =1.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - COURS

Géométrie des ensembles algébriques

On fixe un corps de base infini k.

1.1. Zéros de polynomes dans l'espace affine

1.1.1. Définitions. Lorsque l'espace vectoriel 2" est considéré comme espace
affine, on le note A"(k), ou plus simplement A", et on dit que c'est ['espace
affine de dimension n sur k. On dit que A' est la droite affine sur k et que A? est
le plan affine sur k. Si S est une partie de k[X;, ..., X 1, le lieu des zéros de S
est V(S) ={Pe A", VFeS,F(P) =0}. On écrira V(F, ..., F) =V({F,, ...,
F1).

r

1.1.2. Proposition. (i) On a V(1) =@ et V(0) = A™.

(ii) Si{S,} .4 est un ensemble de parties de k[X;, ..., X J,ona V(U S ) =
NnV(S,)),
(i) SiS, T cklX,,...,X 1,alors V(S) U V(T) =V(FG,FeS,GeT) et

(iv)SiScTcklX,,...,X ], alors V(T) c V(S)

Démonstration : i) Puisque le polynéme constant 1 ne s'annule jamais, on a
V(1) = @. De méme, puisque le polynéme constant 0 est identiquement nul,
V(0) =A™ ii)On a

PeV(US,)ssiVFeuUS ,F(P)=0

PeV(US,)ssiVacA VFeS,F(P)=0

Pe V(G S,)ssiVaeA, FeV(S))

PeV(US,)ssiFen V(S,).
iii)Ona '

PeV(S)uV(T)ssiPeV(S)ouPeV(T)

PeVIS)uV(T)ssiVFeS,F(P)=0o0uVGeT,GP)=0



PeVIS)uV(T)ssiVFeS,VGeT,F(P)=00uG(P)=0
PeV(S)uV(T)ssiVFeS,VGeT (FG)(P)=0
PeV(S)uV(T)ssiPeV(FG,FeS,VGeT).
iv) Enfin, siS c T et si P € V(T'), alors pour tout F € S,on a F € T et donc F(P) =
0 si bien que P € V(S).

1.1.3. Proposition. Si F' et G € k[ X, Y] n'ont pas de facteurs communs, alors V(F,
G) est fini.

Démonstration: On note V = V(F, G) et on applique le théoreme de Bézout a F
et G dans £(X)[Y] qui est un anneau principal : Puisque Fet G n'ont pas de
facteur commun dans k[X, Y], ils n'en ont pas non plus dans £(X)[Y]. Ils sont
donc premiers entre eux dans cet anneau. Il existe donc A et B € k(X)[Y] tels
que AF + BG = 1. On peut trouver R non nul € k[X] tel que A = Ay/R et B =
By/R avec A, et By € k[X,Y]. On adonc A F' + B,G = R si bien que si P = (a, b) €
V, alors F(P) = G(P) = 0 et donc R(a) = 0. On voit ainsi que Vc V(R) x Al ou
V(R) c A'est un ensemble fini puisque R n'a qu'un nombre fini de racines. De
méme, on a V< Al x V(S) avec V(S) fini et donc V < V(R) x V(S) qui est fini.

1.2. Ensembles algébriques affines

1.2.1. Définitions. Une partie V de A" est un ensemble algébrique affine s'il
existe S c k[X;, ..., X ]tel que V= V(S). On dit alors que les "F' = 0" avec F' €
S forment un systéme d'équations pour V. La partie V est une hypersurface de
degré d s'il existe F € kX, ..., X ] non constant de degré d tel que V = V(F).
Une hypersurface du plan affine est une courbe affine plane. On dit conique,
cubique, quartique, . ..sid =2, 3,4, ...

e A" et @ sont des ensembles algébriques : Nous avons vu que A" = V(0) et que

@=V(1).

e Toute intersection et toute union finie d'algébriques est algébrique : C'est
aussi une conséquence immédiate de la proposition 1.1.2.

¢ Tout ensemble fini est algébrique : Grace a la remarque précédente, il suffit

de montrer que tout point est algébrique. Or si P := (ay, ..., a,) € A", on a {P} =
V(Xl_ al, o o . ,Xn_ an).
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¢ Tout sous-ensemble algébrique propre est une intersection d'hypersurfaces :
En effet, on a V=V(S) = V(FLEJS {F}) = ig® V(F) = Erreur! V(F). Puisque V est
non vide aucun des F € S\O n'est constant et les V(F) sont donc bien des

hypersurfaces.

¢ Les sous-ensembles algébriques propres de la droite affine sont les ensembles
finis : I1 suffit de montrer que, dans A!, toute hypersurface est finie. Or on sait
que tout polynome non nul en une variable sur un corps a un nombre fini de

Zéros.

1.2.2. Proposition. Si V et W sont des sous-ensembles algébriques de A" et A™,

respectivement, alors V x W est un sous-ensemble algébrique de A™"™.

Démonstration : Tout F € k[X,, . . . , X, ] peut étre considéré comme élément de
kIX,,...,X,, ] etonaalors pour Pe A" et @ e A", F(P,Q) =F(P). Si G € kX,
.,Xm],onnoteG =GX, - n+m)e kIX,, ..., X, ,,] si bien que si P e

A" et @ € A", alors G, (P, Q) = G(Q). Ecrivons V= V(S), W = V(T) et notons
={G,,,GeT}.Ona
(P,Q)erWssiPeVethW
(P,Q)eVxWssiVFeS,F(P)=0etVGeT,GQ) =
(P,@)eVxWssiVFeS, F(P,Q)=0etVGeT, G, (P,Q) =0
(P,@)eVxWssi(P,Q) eV(S)et (P,Q)eV(T,,)
(P,Q) e VxW ssi(P,Q)eV(SUT, ).

Cela montre bien que V x W est algébrique.
1.2.3. Définition. Une variété linéaire est un sous-espace affine de A”.

e Un hyperplan de A" est une hypersurface définie par un polynéme de degré
1 : Par définition, une partie V de A" est un hyperplan si et seulement si il
existe un point P € V et une forme linéaire non nulle ¢ : 2" —— k telle que V =
{Qe A", (p(PQ )=0}.Sionnote P=: (ay,...,a,)eto(xy,...,x,) = a;x; +...+
o, X, , on voit donc que @ := (by,...,b,) € Vsiet seulement si oy (b; —ay) +...+
a,(b, — a,)= 0, cest a dire, si et seulement si @ est sur l'hypersurface
d'équation oy (X; —a;) +...+ o (X —a, )=0. Puisque tout polynome de degré 1
se met sous cette forme, on voit qu'il y a bien identité entre hyperplans et
hypersurfaces définies par des polynomes de degré 1.
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¢ Une variété linéaire est un ensemble algébrique défini par des polynémes de
degré 1 : Puisqu'une variété linéaire est une intersection d'hyperplans, c'est

une conséquence immédiate de la premiére assertion.

1.2.4. Proposition. (i) Si V est un ensemble algébrique affine et L une droite non

contenue dans V, alors L N V est fini.

(i) Si V et W sont des ensembles algébriques affines et L une droite
contenue dans Vu Walors Lc VoulL c W.

(iii) Si C = V(F') est une courbe plane avec F irréductible et Vun sous-

ensemble algébrique du plan ne contenant pas C, alors C N V est fini.

Démonstration : i) On peut bien sur supposer que Vest une hypersurface
d'équation F = 0 et on peut écrire L sous forme paramétrique L = {(a; + toy, . ..
,a, +ta,), tek}. Sionnote ®: Al—— A"t —— (a;+toy, ..., a, +ta,) et G=
Flay+Tay,...,a,+Ta,) €klTl,onaL NV ={®(¢),G(t) =0, te k}= ®(V(G)).
Puisque L n'est pas contenu dans V, G n'est pas identiquement nul et V(G) est
donc fini. Il suit que L N Vest aussi fini. ii) Puisqu'une droite sur un corps
infini est infinie, les hypotheses impliquent que L N V ou L N West infini et
donc, grace au résultat précédent, que L — V ou L c W. iii) On peut bien str
supposer que Vest une courbe plane d'équation G = 0. Puisque C n'est pas
contenue dans V, G n'est pas un multiple de F. Puisque F est irréductible, cela
signifie que F' et G n'ont pas de facteur commun et il suit que C N V= V(F, G)

est fini.

1.3. Zéros de polynomes dans l'espace projectif

1.3.1. Définitions. On dit que P"(k) ou IP* := IP(K*"!) est l'espace projectif de
dimension n sur k, que P! est la droite projective sur k et que IP? est le plan
projectif sur k. Si (aq, . . ., a, ;) est un vecteur directeur de P, on écrit P =: (ay; .

.5 a,,;) etondit que (ay; . ..;a,, ) est un systéme de coordonnées homogeénes
pour P. On dit que P est un zéro de F e kX, ..., X, ;1 si F(P) = 0.

* Le point P = (a;...;a, ) est un zéro de F si et seulement si F(la,, . . .,

Aa, . ;) = 0 pour tout 4 € & : Clair.

e On a F(P) =0 si et seulement si P c V(F) : Clair.
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*SiF=F;+F; {+...+F(estladécomposition de F non nul € £[X;, ..., X ;]
en somme de ses composantes homogenes, et si P = (ay;...; a, ), alors F(P) =
0 si et seulement si Fjy(ay, ..., a,,)=F(ay,...,a, ) =...=Fylay,...,a, )
= 0 : Puisque % est infini, on a

F(P)=0ssiViek,F(ay, ..., a, 1) =0

F(P)=0ssiVAek AFylay,...,a,,)+Ar7F; (ay,...,a¢,,,)
+...+Fyay, ... 5a,,)=0
F(P)=0ssiFy(ay,...,a, )=Fay,...,a, )
=...=Fyay, ..,a,,;) =0.
1.3.2. Définition. Si S c k[X,, ..., X, ], on dit que V,(S) = {P e P", V F € §,

F(P) = 0} est le lieu des zéros de S dans IP".

*SiScklX,...,X, 41, onaPeVp(S) ssi P c V(S) : En effet, on a
Pe Vp(S) ssiVFeS,F(P)=0
PeVp(S) ssiVFeS,PcV(F)
Pe Vp(S) ssiP c gt V(F)=V(S).

e Si Sp est l'ensemble des composantes homogeénes des F € S, alors Vp(S)z
Vp(Sp) : Clair.

1.3.3. Proposition. On a V(1) =9,V (0) =", V (U S ) =n V (S, V,(S) U
V() =V, FG,FeS,GeT) etV (T)cV,(S)siScT.

Démonstration : On a
PeV,(1)ssiPcV(1)=0
et
PeV,(0) ssi P c V(0) = A",
On a
Pe Vp(g S,) ssiPc V(L&J S,)
Pe Vp(g S,) ssiPcnV(S,)
Pe Vp(g S,) ssiVaeA,PeV(S,)))
Pe Vp(g S,) ssiVaeA,Pe Vp(Sa))
Pe Vp(g S,)ssiPe N Vp(Sa).
On a
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPe Vp(S) ouPe Vp(T)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPcV(S)ouPcV(T)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPc V(S) uV(T) par 1.2.4
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Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPcV(FG,FeS,GeT)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPe Vp(FG, FeS,GeT).
Enfin, si S < T alors V(T') < V(S) et donc Vp(T) c Vp(S).

1.3.4. La notion de lieu des zéros se comporte bien par rapport aux cones :

¢ On a toujours C(Vp(S)) cV(S)ul{o}:Si(ay,...,a, 1) #0,0na
(a,...,a,.q) € C(Vp(S)) ssi(ag;...;a,,1)€ Vp(S)
(ap,...,a,,1) € C(Vp(S)) ssiVFeS,Fla;...5a,.4)=0
(@, -, a,,1) eC(Vp(S)) =VFeS,Flay,...,a,,,) =0
(a,...,a,.q) € C(Vp(S)) ssi(aq,...,a, ) € V(S).

n+1 n+1

e Supposons les éléments de S homogenes. Alors C(Vp(S)) =V(S) si Vp(S) 0
et on a Vp(S) = () si et seulement si V(S) c {O} : en remarquant que si F est
homogene, alors

F(ay,...,a,) =0ssiF(ay;...;a,) =0,
le méme argument que ci dessus nous fournit C (Vp(S )) = V(S) u{0}. 1l suffit
alors de remarquer que si P € Vp(S), alors O e P c V(S) et que Vp(S) = siet
seulement si C(Vp(S)) ={0}.

e SiCA)=V(S), alors A = Vp(S) :On a
PecAssiPcCA)=V(S)ssiPe Vp(S).

1.3.5. Proposition. L'application P"! —— P, (ay, ...,a)—> (ag;...;0a,;0)

est une bijection de P! sur un hyperplan de P" et l'application A" — IP",
(ag,...,a,)—> (ag;...;a, 1) est une bijection de A" sur le complémentaire

de cet hyperplan.

Démonstration : La premiére assertion résulte du fait que l'image d'une
homographie de IP"! dans IP" est toujours un hyperplan H. Soit U le

complémentaire de H dans IP". On définit la bijection réciproque U —— A" en

envoyant (ay;...;a, ;) sur (ay/a, , ..., ay/a, ;). Cette application est bien

définie car si (ay;...;a,, ¢) e Ualors a, ; # 0 et si A € &, alors (1a,/Aa

n+1 n+l> ° ">

rayfra, ) = (aj/a, ., ..., a/a, ;). Deplus, on a toujours (ay, . . ., a,) = (a,/1, ..

a/Detsia, 1 #0,(a)/a,, ;... ;a/a,., 1) =(a;...;a,.).

On identifiera dorénavant IP"! et A" avec leurs images dans IP™.
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1.3.6. Définition. Si A c IP", on dit que A_ := A N A" est la partie affine de A et

que son complémentaire dans A est le lieu a l'infini de A.

*SiFeklX,,...,X, ]est homogéneet Pe A" c IP", on a F(P) = 0 (dans IP")
si et seulement si F,(P) =0 (dans A"):SiP=(ay,...,a,),ona
F(P)=0ssiF(a;;...;a,;1)=0
F(P)=0ssiF(ay,...,a,,1) =0 (car F' est homogene)

F(P)=0ssiF (a,...,a,)=0
F(P)=0ssiF _(P) =0.

1.3.7. Proposition. i) Si S est une partie de £[X, . .., X, ], alors Vp(S)* = VI(S,).
ii)SiFeklX;,...,X l,onaV(F)=V(F),.

Démonstration :i) SiPe A" on a
PeV(S,) ssiVF e Sp, F (P)=0

PeV(S,) ssiVF e Sp, FP)=0
PeV(S, ssiPe Vp(Sp): Vp(S)
PeV(S, ssiPe Vp(S)*.

ii) En effet, V(F) = V((F*),) = V(F")..

1.4. Ensembles algébriques projectifs

1.4.1. Définition. Une partie V de IP"” est un ensemble algébrique projectif s'il
existe S c kX, ..., X, ;ltelque V = Vp(S). C'est une hypersurface de degré d
s'il existe F € k[X;, ..., X, ;] homogéne non constant de degré d tel que V =
Vp(F). Une hypersurface du plan projectif est une courbe projective plane. On

dit conique, cubique, quartique, . . .sid =2, 3,4, ...

e Un sous-ensemble V de IP" est algébrique si et seulement si C(V) est un
ensemble algébrique affine : Nous avons vu que C(Vp(S)) = V(Sp) si Vp(S) 0
et on sait que C(Q) = {O}. Réciproquement, on a V = Vp(S) si C(V) =V(S).

e Un ensemble algébrique projectif non vide est une intersection
d'hypersurfaces : En effet, on peut écrire V = Vp(S) ou S est composé de

polynémes homogenes, et on a donc V = Vp(FLEJS {F}) = fig¥ V,(F).

1.4.2. Définition. Une variété linéaire projective est un sous-espace projectif de
P".
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e Un hyperplan de IP" est une hypersurface définie par une forme linéaire (un
polynéme homogeéne de degré 1) : En effet, V est un hyperplan si et seulement si
C(V) = V(F) avec F de degré 1. Puisque l'origine appartient a C(V), le
polyndéme F' est nécessairement homogéne et on sait alors que C(V) = V(F) si et
seulement si V = Vp(F).

¢ Une variété linéaire projective non vide est un ensemble algébrique défini par
des polynémes homogeénes de degré 1 : On sait qu'un sous-espace projectif non

vide est une intersection d'hyperplans.

1.4.3. Proposition. Si V c P” est une hypersurface distincte de P*! (resp. un
ensemble algébrique, resp. un hyperplan distinct de IP*!, resp. une variété
linéaire), alors V_ est une hypersurface (resp. un ensemble algébrique, resp.
un hyperplan, resp. une variété linéaire). De plus, toute hypersurface (resp.
ensemble algébrique, resp. hyperplan, resp. toute sous-variété linéaire de A")
est la partie affine d'une hypersurface, d'un ensemble algébrique, d'un

hyperplan, respectivement d'une sous-variété linéaire) de IP".

Démonstration : On a vu que si S est une partie de k[X;, . .., X 1, alors
Vp(S)*z V(S,). De plus, si Fest un polynéme homogene non constant tel que
F.,=cek, alors F=X" (F)"'=cX" et V(F) = P". Aussi, si F est une
forme linéaire et V(F) = IP* L, alors F_est nécessairement de degré 1. Enfin, si

S est une partie de £[X, ..., X, 1, on peut écrire V(S) = NV(F) = [n V(F)]..

1.4.4. Les sous-ensembles algébriques propres de IP! sont les ensembles finis :
Remarquons que C(A!) = AA(OX) U {O} n'est pas algébrique car son
intersection avec la droite d'équation X = 1 n'est pas finie. Il suit que A' n'est
pas un sous-ensemble algébrique de IPL. Si Vest un sous-ensemble algébrique
infini de IP!, alors V. est un sous-ensemble algébrique infini de Alet on a donc
V.= A si bien que Al ¢ V. Puisque A' #V, ona V=P

1.5. Fonctions polynomiales, changement de coordonnées

1.5.1. Définitions. Si V est un sous-ensemble algébrique de A", une fonction f :

V—— k est polynomiale s'il existe F € k[X;, ..., X ], telle que pour tout P €V,
on ait f(P) = F(P). Leur ensemble se note k[V]. Soient W < A™ un autre
ensemble algébriqueet 9 : W—— V, P —— (f,(P), ..., f,(P)) une application
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quelconque. On dit que les fonctions f1, . . ., f,, : W—— k sont les composantes
de ¢, et on considérera aussi parfois ¢ comme un vecteur ligne [f, ..., f,]. On
dit que ¢ est une application polynomiale si ses composantes sont des fonctions

polynomiales. L'ensemble des applications polynomiales de W dans V se note
Hom (W, V).

* Si Vest un sous-ensemble algébrique de A", les fonctions coordonnées x; : V
—> k, P=1(ay,...,a,) —> a, pour i = 1, . . ., nsont des fonctions

polynomiales : Ces fonctions sont induites par les polynémes X,.

e La projection V x W—— V est une application polynomiale : Si V < A", les

composantes de la projection sont les fonctions coordonnées x,, ..., x, sur V x

W.

e SiVc A" et Wc A™ sont deux sous-ensembles algébriques, une application ¢
: W—— V est polynomiale si et seulement si elle se prolonge en une application
polynomiale ® : A™ —— A" : En effet, une application polynomiale de W dans
Vest une application dont les composantes se prolongent en des fonctions

polynomiales sur A™.

® Si ¢ : W—— Vest une application polynomiale et V' (resp. W’) est un sous-
ensemble algébrique de V (resp. W) tel que ¢(W’') < V', alors l'application
induite ¢’ : W' —— V' est une application polynomiale : C'est une conséquence

immédiate de la remarque précédente.

1.5.2. Proposition. La composée de deux applications polynomiales est une

application polynomiale.

Démonstration : On se donne donc v : Z—— Wet ¢ : W—— V polynomiales et
on veut montrer que ¢ o yw est polynomiale. Si ¢ et y se prolongent
respectivementen ¥ : A" —— A™ et ® : A" —— A", polynomiales, alors v o ¢
se prolonge en @ o VY. Il suffit donc de montrer que ® o ¥ est polynomiales
lorsque @ et ¥ le sont. Puisque cette condition se vérifie sur les composantes, il
suffit de montre que si ¥ : A" —— A™ est polynomiale, disons ¥ =[G4, . . .,

G,l, etsi FeklX;,...,X 1], alors F o ¥ est polynomiale. Il suffit alors de
remarquer que si Pe A’, on a F((W(P)) =F(G{(P), ...,G, (P)) =F(Gy, ...,
G,)(P).
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¢ L'image réciproque d'une hypersurface par une application polynomiale O :
A" —— A" est soit vide, soit A™, soit une hypersurface : Nous venons de voir
quesi Fek[X,,...,X ]l alorsFo®=:GeklX;,...,X ] Ilsuit quesiV=V(F),
alors @~ 1(V) = V(G).

e L'image réciproque d'un ensemble algébrique affine par une application
polynomiale est algébrique : C'est une conséquence du résultat précédent car

l'image réciproque commute aux intersections.

1.5.3. Définitions. Une application polynomiale est un isomorphisme si elle est
bijective et si sa réciproque est une application polynomiale. Deux ensembles
algébriques sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de l'un sur l'autre.
Une application polynomiale ¢ : W——V est une immersion fermée si ¢ induit

un isomorphisme de W sur un sous-ensemble algébrique de V.

® Sip: W—— Vest un isomorphisme, V' un sous-ensemble algébrique de V et
W’ := ¢~ 1(V"), alors l'application induite W' ——> V' est aussi un isomorphisme :
C'est une application polynomiale bijective et sa réciproque qui est induite par

la réciproque de ¢ est aussi polynomiale.

1.5.4. Proposition. Soient V et W des ensembles algébriques affines, ' c V x W et
n :I'——> W la composée de l'inclusion I' =—— V x W et de la projection V x W

—— V. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) I" est le graphe d'une application polynomiale de V vers W
(i1) = est un isomorphisme d'ensembles algébriques.

Démonstration: On sait que I est le graphe d'une application ¢ : V—— Wi et
seulement si 7 est bijective et qu'alors ¢ est 'application composée de 71 : V
—— I, de l'inclusion I' —— V x W et de la projection V x W — W. En
particulier, si 7 est un isomorphisme d'ensembles algébriques, alors ¢est
polynomiale comme composée d'applications polynomiales. Réciproquement,
si ¢ est polynomiale, ses composantes sont induites par des polynémes F, .. .,
F . etonadoncI'=s(VxW)nZouZzZ =V(X, ,-F, ..., X, .

montre que I est algébrique. De plus, 7! est induit par Xy,...,. X, ,F,...,F )

— F, ), ce qui
et = est donc bien un isomorphisme.

1.5.5. Définitions. Un changement de coordonnées affines est une application
affine bijective de A" sur lui méme.
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e Soient Vc A" et W < A" des sous-variétés linéaires. Une application ¢ : W
—— V est affine si et seulement si c'est une application polynomiale induite
par des polynémes de degré au plus 1 : Puisque toute application affine ¢ : W
—— V se prolonge en une application affine A™—— A", on peut supposer que
V=A"et W=/A". Une application ® : A"—— A" est affine si et seulement si il
existe @ : K"— k" linéaire telle que ®(P) = ®(0) + ®(OP) . Clest a dire si et
seulement si il existe des oy et des a; tels que ®(b,,...,0,,)= (Zalj bj +ag,. ..,
2oa,:b.+a,). Autrement dit, ® est affine si et seulement ses composantes sont

nj=J
des polynomes Zalej + a; de degrés au plus 1.

e Toute application affine bijective entre variétés linéaires est un
isomorphisme : Nous savons qu'une application affine est polynomiale, que la
réciproque d'une application affine bijective est affine et qu'une application

induite par une application polynomiale est polynomiale.

e Toute sous-variété linéaire de dimension d de A" est isomorphe a A% : Nous
savons que si deux espaces affines ont méme dimension (finie), il existe une

application linéaire bijective de 1'un sur l'autre.

1.5.6. Définition. Un changement de coordonnées projectives est une
homographie de IP” sur lui méme. On dit que deux sous-ensembles algébriques
de IP" sont projectivement équivalents s'il existe un changement de

coordonnées projectives qui les échange.

e Si @ est une homographie et V un ensemble algébrique projectif, alors ®1(V)
est algébrique : En effet, on a C(®~1(V)) = d~1(C(V)).

1.6. Topologie de Zariski sur un ensemble algébrique

1.6.1. Définition. La topologie de Zariski sur un ensemble algébrique (affine ou
projectif) V est la topologie pour laquelle les fermés sont les sous-ensembles
algébriques de V. SiF e k[X, ..., X ], on dit que D(F) = A"\ V(F) est un ouvert
principal de A". Enfin, la fermeture algébrique d'une partie A de V est
l'adhérence de A dans V.
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e Si W est un sous-ensemble algébrique de V, la topologie de Zariski sur W est
induite par la topologie de Zariski sur V : Si Z est fermé dans V, alors Z N W est
fermé dans W. Si Z est fermé dans W alors Z est fermé dans VetonaZ=2Z N W.

*SiF#0eklX,,...,X, ], alors D(F) est un ouvert non vide de A" : En effet,
puisque k est infini, V(F') = A",

e La topologie de Zariski sur A" est la topologie induite par la topologie de
Zariski sur IP" : Nous avons vu que la partie affine d'un ensemble algébrique
projectif est algébrique et que tout ensemble algébrique affine est la partie affine
d'un ensemble algébrique projectif.

e Une application polynomiale entre ensembles algébriques affines est
continue : Nous avons vu que l'image réciproque d'un ensemble algébrique par
une application polynomiale est algébrique.

¢ Une homographie est continue : On a vu que l'image réciproque d'un
ensemble algébrique est algébrique.

¢ Les fermés propres d'une droite ou d'une courbe affine plane de la forme
V(F) avec F irréductible, sont les ensembles finis. En particulier, toute partie
infinie est dense : Le cas affine a déja été traité et une droite projective est
homéomorphe a P! par une homographie.

e Si Vet W sont deux ensembles algébriques affines infini, la topologie de
Zariski sur V x W est strictement plus fine que la topologie produit des
topologies de Zariski sur V et sur W! En particulier, une application Z — V x
W dont les composantes sont continues n'est pas nécessairement continue!

1.6.2. Définition. Si V est un sous-ensemble algébrique de A", on dit que la
fermeture algébrique V* de V dans IP” est la fermeture projective de V. On dit
que le lieu a l'infini de V* est le lieu a l'infini de V. Si P est un point a l'infini de
V < A2, on peut voir P comme un point de IP! et donc comme une droite de k.
C' est ce que 1'on appelle une direction asymptotique pour V.

* Si V est un ensemble algébrique affine, alors V< (V) :OnaV=Vn A" c V*
NA" (V).
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* Si V est un ensemble algébrique projectif, alors (V_)*cV:0OnaV _=Vn A" c
Vet donc (V,)*c V car V est fermé dans IP".

1.6.3. Proposition. Si V et W sont des ensembles algébriques affines, la
projection p : V. x W—— V est une application ouverte.

Démonstration: OnaVc A"et Wc A" etdonc VX Wc A™™. SiQ = (bq, .. .,
b,) e A" et FeklXy,...,X, I, onpose

Fo:=FXy,...,X,by,...,b,) cklXy, ..., X,].

Soit U c V x W un ouvert. Si Z est le complémentaire de U dans V x W, on peut
écrire Z := V(S) avec S c k[Xy, ..., X, . 1. Nous allons montrer que le
complémentaire de p(U) dans V est un sous-ensemble algébrique de V. Soit P €
V.Ona

PegpU)ssiVQeW,(P,Q)¢U

PepU)ssiVQeW, (P,Q)ecZ

PepU)ssiVQeW,VFeS, F(P,Q) :FQ(P) =0.
On voit donc que le complémentaire de p(U) dans V est 'ensemble algébrique V
NV(T) avec T = {FQ, QeW,FeS}cklXy,...,X ]

Corollaire. Si n > 0, alors tout ouvert non vide de A" est infini.

En utilisant la projection p : A" —> A'on se rameéne au cas n = 1.
Puisque % est infini, il suffit alors de rappeler que tout fermé propre de Al est

fini.

1.6.4. Théoreme. (k algébriquement clos) Soit H une hypersurface de A" ou de
IP". Alors, H #@ si n > 1 et est infinie si n > 2.

Démonstration : On démontre d'abord le résultat suivant :

e Soit H une hypersurface de A" S'il n'existe pas d'hypersurface H' de A"!
telle que H = H' x (OX,) et sip : A" — A™ ! est la projection, alors p(H)

contient un ouvert non vide de A™ ! : On écrit F = Fng + Fd_lX,‘f I

FyavecF,, F,,... , F,eklX,,...,X ,letF;#0.Sid=0,onaF=F,ck[X,, ...
, X, ;letdonc V=V(F) x (OX,). Sid > 0, p(H) contient D(F;), qui est un
ouvert non vide : en effet, si F,(a;, ..., a, ;) # 0, alors le polynome F(a,, ...,
a, 1, T) € kIT] est non constant et posséde donc une racine a, dans k qui est
algébriquement clos. Il suit que (a,, ..., a,) € H et donc que (ay, ..., a, ;) €
p(H).
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On démontre ensuite le théoreme dans le cas affine : On procéde par
récurrence sur n. Le lieu des zéros d'un polynéme non constant en une
variable sur un corps algébriquement clos est non vide. Le théoréme est donc
vrai si n = 1. Supposons le théoréme démontré pour a l'ordre n — 1. Si H = H' x
L ot H' est une hypersurface de A” ! et L une droite, alors H est infini comme
produit d'un ensemble non vide par un ensemble infini. Sinon, p(H) contient

un ouvert non vide et donc infini de A" ! et H est nécessairement infini.

Il reste a traiter le cas projectif : Quitte a faire un changement de
coordonnées, on peut supposer H = PP* 1. On a alors H o H_qui est une

hypersurface de A".

1.7. Ensembles algébriques irréductibles

1.7.1. Un ensemble algébrique est dit irréductible s'il est irréductible pour la
topologie de Zariski.

¢ Si ® est un changement de coordonnées (affines ou projectives) et si Vest un
ensemble algébrique irréductible, alors ® (V) aussi : On sait que ® est un

homéomorphisme.

e Soit I' le graphe d'une application polynomiale ¢ : V—— W. Alors, I est
irréductible si et seulement si V est irréductible : En effet, on sait que I' est
isomorphe, et donc homéomorphe a V.

¢ Les droites et les courbes affines planes infinies de la forme C = V(F) avec F
irréductible sont irréductibles : Les fermés propres sont les ensembles finis.

1.7.2. Proposition. Si V et W sont deux ensembles algébriques affines
irréductibles, il en va de méme de V x W.

Démonstration : Soit, pouri=1,2,U; # @ unouvertde Vx W.Sip : Vx W—
V est la projection, alors p(U,;) # . Puisque V est irréductible, on a p(U;) N
p(Uy) = D. Soit Pep(Uy) Np(Uy), pour i =1,2,U; =U, NP x W= et est
ouvert dans P x W.Siq: P x W — W est la projection, alors q(U; ) # . Puisque
W est irréductible, on a q(U; ) N q(U, ) #¥D.SiQ e q(U; ) N q(U, ), on a (P, Q)
eU; NnU, cU; N U, quin'est donc pas vide.

Corollaire. Toute variété linéaire affine est irréductible.
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Puisque toute variété linéaire affine est isomorphe a A? et qu'un produit
d'ensembles affines irréductibles est irréductible, on est ramené au cas de Al

1.7.3. Proposition. Soit V un ensemble algébrique projectif non vide. Alors C(V)
est irréductible si et seulement si Vest irréductible.

Démonstration : Si C(V) est irréductible et si V = V, U V, avec V; et
V, algébriques, alors C(V) = C(V, uV,) = C(V;) u C(V,) si bien que C(V) =
C(V)) (ou C(V,)) et donc V = V,. Réciproquement, si C(V) = V(S;) U V(S,), on
sait que quel que soit Pe V, on a P c V(S;) ou P c V(S,) si bien que P € Vp(Sl)
ou P e Vp(Sg). On voit donc que V ch(Sl) U Vp(SQ) et il suit que si Vest
irréductible, on a V CVp(Sl) (ou Vp(S2)). On en déduit que C(V) c C(Vp(Sl)) C
V(S,).

Corollaire. Toute variété linéaire projective non vide est irréductible.
En effet, le cone d'une telle variété est une variété linéaire affine.

1.7.4. Partie affine et fermeture projective d'un ensemble algébrique
irréductible :

e Si V est un ensemble algébrique affine irréductible alors V* est aussi
irréductible : En effet, V est une partie dense de V*.

e Si Vest un sous-ensemble algébrique irréductible de IP” non contenu dans
IP"1, alors V, est irréductible et (V,)* = V : On sait déja que (V,)* c Veton a V
c (V,)*u P" ! si bien que V< (V,)*. On a donc bien (V,)* = V. De plus, V, est
un ouvert non vide de V et donc irréductible.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - EXERCICES

1.1. Courbes algébriques réelles planes (k¢ = R)

1.1.1. Tracer la courbe affine plane d'équation Y? = X3en considérant son

intersection avec les droites vectorielles.
1.1.2. Idem avec Y2 = X3 + X2,

1.1.3. Idem avec Y2 + X3 + X2= 0.

1.1.4. Idem avec Y2 = X2 — X*.

1.1.5. Idem avec Y2 = X* — X5

1.1.6. Idem avec (X2 + Yz)3 — 4X2%Y?,

1.2. Courbes paramétrées

1.2.1. La courbe paramétrée C ={(¢, ¢, t3), ¢t € k} c A3 est elle algébrique?
1.2.2. Idem avec C ={(t, t2, 1/t), t € k* } < A3,

1.2.3. Idem avec C ={(¢?, ), t € k} c A2

1.2.4. Idem avec C ={(¢3, t*, t°), t e b} c A3.

1.2.5. (k =1R) Idem avec C ={(¢?, t*), t € k} c A2

1.2.6. (k= R) Idem avec C ={(t, sint), t e k} cAZ.



1.2.7. Idem avec C := {(t%, ... ,t%), t e b} c A", dy, ..., d, strictement positifs

premiers entre eux.

1.2.8. La courbe réelle plane C d'équation polaire r = 1 est elle algébrique?
1.2.9. Idem avec r = 6.

1.2.10. Idem avec r = sin 26.

1.2.11. Idem avec r = sin n6, n impair.

1.3. Ensembles algébriques affines et variétés linéaires

1.3.1. (Car k #2) Déterminer les intersections de la courbe affine plane C
d'équation X2Y? + X2 + Y2 =2XY(X + Y + 1) avec les droites d'équation X = a

ainsi qu'avec les diagonales A et A’ d'équations respectives Y =X et Y = -X.

1.3.2. Montrer que C ={(t, 2, 3), t € k} c/A® n'est contenu dans aucun plan de
A3,

1.3.3. Déterminer toutes les droites contenues dans la surface S d'équation X° =
YZ dans A3

1.3.4. Montrer que le sous-ensemble algébrique V de A3 défini par X° = YZ et Y?

= XZ contient une unique droite.

1.3.5. Soient S, et S, A3 les cylindres d'équations respectives X2 + Y2 =1 et X2

+Z? = 1. Montrer que C := S; N S, est contenu dans la réunion de deux plans.

1.3.6. Soit C une courbe plane d'équation F' = 0 et A la droite de pente (finie) ¢ du
plan affine passant par le point (a, ) de C. Montrer que la premiére projection
induit une bijection de C N A sur les racines du polynéme G = F(X, ¢(X — a) +
b) e k[X].

1.3.7. Montrer que si la droite A de pente finie ¢ coupe la courbe C d'équation Y?
= X3 — X en trois points distincts P, P’ et P” d'abscisses respectifs a, a’ et a”,

alors a + a’ + a” = 2
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1.4. Ensembles algébriques projectifs

1.4.1. Montrer que C := {(az; ab; b%), a, b € k, (a, b) # 0} est une courbe

projective plane.

1.4.2. Montrer que C = {(a®; a®b; ab® b2)), a, b ek, (a, b) # 0} est un sous-
ensemble algébrique de IP3.

1.4.3. Montrer que S = {(az; ab; ac; b2; bc; ), a, b, cek, (a,b,c)#0} est un

sous-ensemble algébrique de IP°. Clest la surface de Veronese.

1.4.4. Montrer que S := {(ac; ad; bc; bd), a, b, c,d € k, (a, b) # 0, (¢, d) # 0} est

une surface projective.

1.5. Applications polynomiales

1.5.1. Soit C la courbe affine plane d'équation XY = 1. Montrer que toute

application polynomiale de A" dans C est constante.
1.5.2. Montrer que la courbe affine plane d'équation Y = X2 est isomorphe a Al.

1.5.3. Montrer que la courbe paramétrée C = {(¢, t2, t3), t e klc A3 est

isomorphe a A

1.5.4. (k algébriquement clos et car k # 2) Montrer que toute courbe d'équation
aX? + bXY + Y2 + dX + eY + f =0, avec a, b, ¢, d et e non tous nuls, est
isomorphe a une courbe d'équation Y = 0, XY = 1, X2 = X ou XY = 0.

1.5.5. (Car k # 2) Soient C et C’' les courbes affines planes d'équations
respectives X?Y2 + X2+ Y2 =2XY(X + Y + 1) et 4X2 = (Y2 + 4Y)X — Y. Montrer
que O : A2 A% (a,b) —> (a, a + b— ab) induit un isomorphisme sur de C

sur C'.

1.5.6. Montrer que si D, et D, sont deux droites distinctes sécantes du plan

affine, alors D; U D,, est isomorphe a la courbe plane C d'équation XY = 0.
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1.5.7. Montrer que si D, D, et D, sont trois droites distinctes concourantes du

plan affine, alors D; U D, U D, est isomorphe a la courbe plane C d'équation
XYX-Y)=0.

1.6. Fermeture algébrique

1.6.1. Déterminer la fermeture algébrique Vde A={(1, 1/¢), t € k* } = A2

1.6.2. (k=1R) Idem pour A ={(m,0), me Z} c A2

1.6.3. (k= C) Idem pour A={z, |z| =1} c AL

1.6.4. Idem pour A ={(¢%, t*), t e k } c A2.

1.6.5. Idem pour A = { (2, t + 1/t), t € k¥} = A2,

1.6.6. (k =1R) Idem pour A ={(¢, sin t), t € R}.

1.6.7. (k= C) Idem pour A = {(z, z), ze C}.

1.7. Topologie et applications polynomiales

1.7.1. Montrer que l'application ® : A'— A3, t — (£2, 2(¢2 — 1), ¢3) est un

homéomorphisme de A sur un ensemble algébrique C c A3.

1.7.2. Idem avec @ : Al A3 ¢ (£2, 3 — ¢2, ¢5).

1.7.3. (k=R) Idem avec ® : A'—5 A2, t — (t — ¢, 1 - %),
1.7.4. Soit C une courbe affine plane sur C telle que la premieére projection x : C

— A soit injective. Montrer que x(C) est ouvert dans A

1.8. Irréductibilité des courbes planes
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1.8.1. (£ = R) Montrer que le polynéme Y? + X2(X — 1)? est irréductible mais
que la courbe affine d'équation Y2+ X?(X — 1) = 0 est réductible.

1.8.2. (£ = IR) Montrer que le polynéme X3 + X — X2Y — Y est réductible mais
que la courbe affine d'équation X3 + X — X2Y — Y = 0 est irréductible.

1.8.3. Montrer que la droite affine et les courbes affines planes d'équations XY =

1, X2 = X et XY = 0 sont deux & deux non isomorphes.

1.84. (k = C) Montrer que deux coniques projectives irréductibles sont

projectivement équivalentes.

1.8.5. (£ = C) Déterminer les valeurs de a, b, ¢, d, e et f € k pour lesquelles la
conique C d'équation aX? + bXY + cY2 +dX + e¥ + f = 0 (a, b, et ¢ non tous

nuls) est irréductible.

1.8.6. (k algébriquement clos) Si A € k, montrer que la cubique d'équation Y2 =
XX - 1)(X — 1) est irréductible.

1.8.7. Montrer que la courbe C d'équation (X2 + XY + Y*) (X2 + Y?) + X3 + Y3=0
est irréductible sur C. En va-t-il de méme sur un corps algébriquement clos de

caractéristique 2?7, de caractéristique 3?

1.8.8. (k algébriquement clos) Montrer que la courbe affine plane C d'équation

X2Y2 1 X241 Y2 = 2XY (X + Y + 1) est irréductible.

1.8.9. Montrer que la courbe réelle plane C d'équation polaire r = sin n6, n

impair est irréductible.

1.8.10. Montrer que la courbe réelle plane C d'équation polaire r = sin 260 est

irréductible.

1.9. Irréductibilité des courbes paramétrées

1.9.1. Soient d, . . ., d, des entiers strictement positifs premiers entre eux et C
= {(¢%, ... ,t™), t e k} « A" Montrer que C est un ensemble algébrique
irréductible.
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1.9.2. Montrer que la courbe paramétrée C = {(#2, t2(t2 — 1), t3), t € k} est
irréductible.

1.9.3. Idem avec C = {(#2, t3— 2, t5), t e k}.

1.9.4. Idem avec C = {(¢ — t4, 1-— t3), tek}.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - CORRIGES

1.1.4.0On a
VY?2-X2+XH NV -X) =V(Y?-X2+ X} Y- 1X)
VY2 -X24+XH NV -X) = V(X2 - X2 + XL Y - tX)
VY?-X2+XH) N VY -X)=VX2X2+£?-1),Y - X)
VY- X2+ XH NV -X) =V Y- tX) uVX2+£2-1,Y - tX)

HOo, W1-22,a1-12), (N1-£2,-al1- ) }si |t] <1
=
HO)} sinon.

On vérifie aussi que V(Y2 — X2 + X N V(X) = {O}. On voit donc que la
courbe affine plane d'équation Y? = X2 — X* s'obtient par symétrie centrale de

centre O a partir de la courbe paramétrée

[k=1-2
[]

H=nl1-£

Celle ci est définie pour |f| < 1. Comme x est paire et y impaire, on peut
limiter l'intervalle d'étude a [0, 1] et faire une symétrie d'axe (OX). Les
fonctions x et y sont dérivables pour ¢ # lavec x' = —tAJ1—#* et y = (1 —
2152)/\/1—152 si bien que la pente de la courbe est donnée par m : = y/x'= (2% —
1)/t. En particulier, celle ci s'annule pour ¢ = 42 /2, c'est & dire au point de
coordonnées (\/2/2,1/2). On trace donc 'arc qui part du point (1, 0) avec une
pente verticale, passe par le point (/2 /2 , 1/2) avec une pente horizontale et

arrive en O avec la pente -1. Il ne reste plus alors qu'a effectuer les symétries
d'axe (OX) et de centre O.

1.2.1. Il est clair que (a, b, ¢) € C si et seulement si b = a’ et ¢ = @®. On a donc C

—V(Y-X2 7 - X®).

1.2.2. On vérifie que C =V(Y — X2, XZ — 1).



1.2.4. Montrons que C = V(X® - YZ, Y? - XZ, Z2 — X%Y) : L'inclusion directe est
immeédiate. Réciproquement, soit (a, b, ¢) € A3 tel que a® = be, b2 = acet ¢ =
a’b.Sia=0,alors b=c=0etP eC. Sinon on pose ¢t = bla et on remplace b par
242 2 - ct, at? = cet ¢® =

at. On obtient a® = ate, a®? = ac et ¢ = a®t. On voit donc que a

a3t. Il en résulte que at® = at’t = ct = a® si bien que a = ¢ et finalement b = at =
t4, c=at®="1.

1.2.7.0naC=V ({Xidf —dei }. ,) : L'inclusion directe est claire. D'autre

,j=1,...,
part, puisque les d; sont premiers entre eux, il existe des entiers ¢y, . . ., ¢, tels
que =7 ; ¢cd;=1.Soit P:=(ay,...,apeVUXH X%}, 1 ). Silun des g

est nul, on pose ¢ = 0 et sinon, on pose ¢ = [[ ;a7’. On vérifie facilement que P =

(1%, ... ),

1.2.10. Soit P un point du plan affine réel de coordonnées polaires r et 6. Si P €
C, alors r = sin 260= 2sin6cos6. En multipliant par r? et en élevant au carré, on
trouve que P est sur la courbe d'équation (X? + Y2)3 = 4X?Y?. Réciproquement,
si P est sur cette courbe, alors +r = sin 26. On a donc, soit r = sin 20, soit —r =
sin260 = sin2(0 + r). Puisque le point P et le point de coordonnées polaires —r et 6

+ 7 sont identiques, on voit que P € C.

1.2.11.0On a
n—1 .
sin n6 = |_| (sin 6 + tan—~.cos 0) .
k=0
On en déduit facilement que C est la courbe algébrique d'équation
n—1
&2y = tan};—”X)
k=0

1.3.1. L'intersection de la droite d'équation X = a avec C est donnée par X = a et
X2V2 L X2 Y2 2XY(X +Y + 1), soit encore X = a et (a —1)2Y2 — 2a(a+1)Y + a?
= 0. Si a =1, on voit que C et la droite se rencontrent au point (1, 1/4). Sinon, on
calcule le discriminant et on trouve A = 4a>. On voit donc que si a = 0, la droite
coupe C a l'origine, si a est un carré non nul, la droite coupe C au point (a,
a/(1+a )?) et que si a n'est pas un carré, la droite ne coupe pas C.
L'intersection de C avec A est donnée par X?Y2 + X2 + Y2 =2XY(X+Y + 1) et Y =
X, ou encore X* = 4X2 et Y = X. On voit donc que C N A est composé de O et de (4,
4). L'intersection de C avec A’ est donné par X2Y2 X2 Y2 2XY(X + Y + 1) et
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Y = —X, ou encore X* = —4X? et Y = —X. On voit donc que C N A’ est réduite a O si

—1 n'est pas un carré et composé des trois points O, (2i, —2i) et (—2i, 27) sinon.

1.3.2. Supposons qu'il existe un plan P = V(oX + BY + yZ + 6) tel que C c P.
Alors pour tout ¢ € &, on aurait at + B¢ + yt2 + 8 = 0. Puisque % est infini, on

aurait donc o = § = y = 6 = 0. Contradiction.

1.33.SiD:={(a+ at,b+ Bt,c+ yt),t € k} est une droite contenue dans S, on a
pour tout £ € &, (a + at)® = (b + Bt)(c + yt). Puisque % est infini, on a nécessai-
rement « = 0 et donc pour tout ¢ € &, a® = (b + Bt) (¢ + yt). On en déduit que By =
0. Si =0, alors y # 0 et pour tout ¢ € , a® = b(c + yt). On voit donc que b = 0 et il
en résulte que a = 0. On obtient donc D = {(0, 0, ¢ + yt), t € k} = (OZ). De méme,
si y =0 on trouve D = (OY). Puisque ces deux axes sont bien contenus dans S,

ce sont les seules droites contenues dans S.

1.34. C'est l'axe des Z : si D est une droite contenue dans V, alors D est
contenue dans la surface S d'équation X = YZ. On sait alors que D = (OY) ou D
= (0OZ) et on vérifie que (OZ) c V mais que (OY) ¢ V.

1.3.6. L'intersection C N Aest donné par Y =c(X —a) + bet F(X, Y) = 0, soit en-
core Y =c(X —a) + b et G(X) =0. On voit donc que la premiére projection induit

bien une bijection de C N A sur les racines de G.

1.3.7. L'application qui a un point du plan associe son abscisse induit une bijec-
tion de C N A sur l'ensemble des racines de (¢(X —a) + 5)2 — (X° - X) = -X° +
c?X2+ ... L'égalité annoncée provient donc de la formule donnant la somme

des racines d'un polynome.

1.44.Sia, b,c,dek,on a (ac)(bd) = (ad)(bc), ce qui montre que S est contenu
dans la surface d'équation XT = YZ. Réciproquement, soit P : = (o B; 7; 8) € IP*
tel que a6 =Py.Siy#0,on posea = a, b =y, c = let d = d/y, si bien que (ac; ad;
be; bd) = (o; 08/y; y; 6)=Pavecb,c#0.Siy=0et a#0,onposea=1,6=0,c =
o et d = B si bien que (ac; ad; be; bd) = (a; B;0; 0) = P avec a, ¢ # 0. Enfin, si y =
oo=0,onposea=p,b=205,c=0etd=1sibien que (ac; ad; bc; bd) = (0; B; 0; )
=Pavecd#0etaoubd=0car (0,p,0,3d) 0.

1.5.5. Dire que (a, b) € C et que ®(a, b) = (a, ¢) signifie que a?b? + a? + b2 =
2ab(a +b + 1) et que ¢ = a + b — ab, ou encore que 4ab = (a + b — ab)? et que ¢ =
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a + b — ab, ce qui s'écrit encore 4ab = ¢® et b = ¢ — a — ¢%/4. On obtient
finalement 4a% — (¢® +4c)a + c® =4a® — 4(a + b)a + ab=0et b = c — a — c¥/4.
On voit donc que @ est une bijection de C sur C’ et que la réciproque est induite
par l'application polynomiale (a, ¢) — (a, ¢ — a — ¢%/4). Cela signifie bien que

® induit un isomorphisme de C sur C'.

1.5.6. On peut toujours trouver une application affine bijective ® du plan dans
lui méme qui transforme D, et D, en les axes des coordonnées. C'est un iso-

morphisme de D; U D, sur C.

1.6.1. Puisque % est infini, A est infini et contenu dans la droite d'équation X =
1. Puisque les fermés propres d'une droite sont finis, on voit que V est la droite

d'équation X = 1.

1.6.3. Comme A est infini, V est un sous-ensemble algébrique infini de Al
donc V=A"

1.6.4. Puisque % est infini, A est infini et A « V(Y — X2) avec Y — X? irréductible.
Il suit que V est la parabole d'équation Y = X2.

6.6. Pour tout b € [—1, +1], l'intersection de A avec la droite d'équation Y = b est
infinie. Donc si Ac V(S) et F € S, Y — b divise F. Comme ceci vaut pour une
infinité de valeurs de b, on en déduit F = 0. On a donc F = 0 et V(S) = A2,

1.7.1.Sid(t)=:P=:(a,b,c),onab=ala—1) et c2=a3 d'ou
OAY cC:=V(Y -X(X - 1),7Z2-X3).

Inversement, si P=:(a, b,c) € C,on poset= 0 si a =0 et t=c/a sinon. On
vérifie facilement que P —— ¢ est un inverse pour ®. Il en résulte que ® est une
bijection de Al sur C=V(Y — X(X — 1), Z2 — X3). Puisque ® est polynomiale,
elle est continue. Enfin, l'image d'un fermé de A! par ® est soit fini soit égale a
C, et donc fermée. Cela montre que ® est une application continue bijective

fermée, et donc un homéomorphisme.
173.SiteRetP:=(a, b) : = ®(t), on a a = bt. On en déduit que a’= b33 et il

suit que b* = 3(1 — £3) = b2 — b33 = b2 — ¢>. On voit donc que P est sur la courbe
C d'équation Y* = Y® — X3. Réciproquement, soit P =: (a, b) € C. Si P = O, on
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pose t = 1. Sinon, on a b # 0 et on pose ¢ : = a/b. Dans les deux cas, on vérifie
aisément que P = ®&(¢). Puisque @ est clairement injective, cette
application induit une bijection de A!sur C. Puisque ® est une application

polynomiale, elle est continue. C'est un homéomorphisme car elle est fermée.

1.7.4. Puisque la premiére projection x : C —> Al est injective, la courbe C ne
peut pas étre le produit d'une partie de Al et de I'axe des Y. On sait qu'alors,
x(C) contient un ouvert non vide. En passant aux complémentaires, on voit que
le complémentaire Z de x(C) dans A! est contenu dans un fermé propre.
Puisque les fermés propres de A! sont les ensembles finis, on voit que Z est fini

(ou vide) et donc fermé. Il suit que x(C) est ouvert.

1.8.6. Le polynéme X(X — 1)(X — A) étant de degré impair ne peux pas étre un
carré dans k[X]. Il suit que le polynéme Y? — X(X — 1)(X — 1) est unitaire de
degré 2 en Y et sans racine dans £[X]. Il est donc est irréductible. Puisque % est

algébriquement clos, C est une courbe irréductible.

1.8.7. Les facteurs irréductibles du polynéme (X? + XY + Y2) (X2 + Y?) sont X —
JY,X-j2Y,X+iY et X — iY. Ceux de X° + Y2 sont X + Y, X + jY et X + j2Y. On voit
donc que le polynéme qui définit C est somme de deux polynémes homogénes
sans facteurs communs de degrés 4 et 3. Un tel polynéme est toujours irréduc-
tible. Puisque C est algébriquement clos, C est irréductible.

En caractéristique 2, on a
X+ XY+ )X+ YY)+ X+ YV =X+ /) X+ 2N X+ V)X +Y + 1)

et C est donc composée des droites d'équation X = jY, X = j2Y, X =Y et X=Y + 1.
En caractéristique 3, les facteurs irréductibles du polynéme (X? + XY +
Y2 (X2 +Y?) sont X - Y, X +iY et X — iY et celui de X + Y® est X + Y. On voit donc

comme sur C que C est irréductible.

1.8.8. Si C n'était pas irréductible, on pourrait écrire X?Y2 — 2XY(X +Y) + (X —
Y)2=(F+X-Y)(G+X-Y) avec F et G homogénes de degré 2. On aurait alors
(Y-X)(F+G) =2XY(X +7Y), ce qui est clairement impossible.

1.8.9. On sait que C est la courbe algébrique d'équation

n—1
x24+y2)" = 1+ tanl;—nX) .

k=0
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n—1
Puisque (X? + YZ)(HD/2 et rl (Y + tan];—nX) sont homogenes de degrés respec-

tifsn + 1 et n, et n'ont pak€de facteurs communs (les racines du premier poly-
ndme sont imaginaires et celles du second sont réelles), I'équation de C est ir-
réductible. D'autre part, il est clair que C est infinie et il en résulte que C est ir-
réductible.

1.8.10. On sait que C est la courbe d'équation (X2 + Yz)3 = 4X?Y2. 11 suffit alors
puisque C est infinie, de montrer que le polynéme (X2 + Yz)3 — 4X%Y? est irré-
ductible. En considérant les composantes homogenes des facteurs éventuels,
on voit que si ce polynéme était réductible, on pourrait écrire (X2 + YQ)3 -
4X?Y?= (X% + Y2)2—|— F)(X? +Y? + G) avec F et G homogénes de degrés respec-
tifs 3 et 1. On aurait alors 0= (X2 + YQ)ZG + F(X2 + Y?) et — 4X2Y?= FG si bien
que F=—(X2+Y?)G et 4X%Y? = (X2 + Y?)G?. Contradiction.

1.9.1. La courbe C est irréductible comme image de A! qui est irréductible par
l'application ® : A'—— A", t —— (t4, ... ) qui est continue car polyno-

miale.

1.9.2. On sait que l'application ® : Al— A3, ¢ — (¢2, 2(¢2 — 1), #3) qui para-

meétre C est un homéomorphisme de A! sur C et que A est irréductible.

1.9.4. Puisque A'! est irréductible, il en va de méme de son image C par ®.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)
CHAPITRE 2 - COURS

Idéal de définition, anneau de coordonnées,
anneau local en un point

2.1. Idéal d'une partie de l'espace affine

2.1.1. Définition. SiA c A", on dit que I(A) :={Fek[X,,..., X 1, VPe A F(P) =
0} est l'idéal de A dans A". On écrira aussi [(A c A").

* SiAc A" alors I(A) est un bien un idéal de k[X, ..., X, ]. C'est méme un
idéal radical : SiF, GeI(A) et P A, alors (F + G)(P) = F(P) + G(P) = 0. De
méme, si Fek[X;,...,X ]1,Gel(A) et PeA, alors (FG)(P) = F(P)G(P) =0.

Enfin, si F" € I(A) et P € A, alors F(P)" = F'(P) = 0 si bien que F(P) = 0 et donc F
el(A).

2.1.2. Proposition. (i) On a I(9) = kX, ..., X, 1 et I(A") = 0.
(ii) Si{A_} s est un ensemble de parties de A", alors I(%J A = N I(A).
(iii) SiIAcB c A" alors I(B) c I(A).
(iv)SiS cklX;,...,X 1, alors S cI(V(S)) et siAc A", alors A c V(I(A)).

Démonstration : Si A = @, la condition pour appartenir a I(A) est vide et on a
donc I(A) = k[X;,...,X, 1. Aussi, si F e I(A"), on a pour tout Pe A", F(P) =0 et
donc F' = O car k est infini. Cela démontre 1'assertion i). Pour 1'assertion ii), on
remarque que

Fel(UA)ssiVPeUA _ ,F(P)=0

Fel(UA,) ssiVacA VPeA,F(P)=0

Fel(UA,) ssiV acA, Fel(A)

Fel(UA,)ssiFen I(A,)
L'assertionaiii) se vérifie aisément : siA c Bc A" et F el (B), alors pour tout P
€A,onaP eBetdonc F(P) =0 si bien que P € I(A). Enfin, on démontre iv) : Si S
cklX;,..., X, ],FeSetPeV(S) alors F(P) = 0 et donc F € I(V(S)). De méme,



sSitAc A" PcAetFel(A), alors F(P) =0etdoncPecV{I(A)).

2.1.3. De cette proposition, on dérive aisément les propriétés suivantes de la no-
tion d'idéal d'une partie de 1'espace affine :

* Si P est un point, alors I(P) est un idéal maximal. En fait, si P = (ay, . . ., @)
alors I(P) = (X;—ay,...,X, —a,) : Il est clair que, pour touti=1,...,n,X,— q,
€ I(P). Puisque I(P) est un idéal, l'idéal maximal m = (X;-a;, ..., X, — a,)

est contenu dans I(P). Il suffit alors de remarquer que I(P) est un idéal propre
car 1 ¢ I(P).

e Une partie V de A" est algébrique si et seulement si V(I(V)) =V : Si V =
V(I(V)), alors V est algébrique par définition. Réciproquement, si V est algé-
brique, on peut écrire V=V (S) eton a S c I(V(S)) = I(V) si bien que VI (V) c
V(S) = V. Puisque Vc V(I(V)), on a bien V(I(V)) = V.

e Si Vet W sont deux ensembles algébriques, alors V = W si et seulement si I(V)
= I(W) : La condition est évidemment nécessaire et elle est aussi suffisante car
siI(V) =I(W),alors V=VUI(V)) =VUI(W)) =W.

¢ La fermeture algébrique de A c A" est V:=V({I(A))etonal(A) =I(V) : Il ya
identité entre fermés et sous-ensembles algébriques et on a A ¢ V= V(I (A)) qui
est algébrique. De plus, si A ¢ W algébrique, alors I(W) c I(A) et donc V =
V(I(A)) c VI(W)) = W. Enfin, on sait que I(A) c I(V(I(A))= I(V) et puisque A
cV,onal(V)cI(A).

2.2.1déal d'une partie de l'espace projectif

2.2.1. Définition. SiA c IP", on dit que I(A) .= {F e k[X,, ... ,Xn+1], VPecA F(P)
=0} est 1'idéal de A. On écrira aussi I(A < IP").

*Onal(@) =klX;,... , Xl etsiA# @, alors I(A) = I(C(A)) : Il est clair que
I(@) =klX;,..., X, letsiA#@,ona

Fel(CA)) ssiC(A) c V(F)

FelI(CA))ssiAc Vp(F)

Fel(CA))ssiFel(A).
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* SiA cIP", alors I(A) est un idéal gradué radical de k[X,, . .. , X, .11 : On peut
supposer que A est non vide et on a donc I(A) = I(C(A)) qui est bien un idéal
radical. De plus, si F=F; ;+ F,; ; +...+ Fjest la décomposition de ¥ non nul €
I(A) et PeA,on a F(P) =0 et on sait qu'alors F (P) =F,; ;(P) =...=F(P) et
doncF, F,; |,...,F,el(A).

2.2.2. Proposition. (i) On a I(Q) = k[X,, ..., X, ;] et I(IP") =0, (ii) On a toujours
I(UA)=n I(A,, (iii) SiA c Bc A", alors I(B) c I(A) et (iv) on a toujours S c
I(V(S)) et AcVUI(A)).

Démonstration : i) On a déja vu que I(9) = kX, ..., X, ;let on a I(P") =
I(C(IP")) = I(A™') = 0. ii) On peut clairement supposer que les A sont non
vides. On a alors I(UA ) =I(C(UA))) =I(UC(A,)) =nI(CA,)) =nI(A)) .
iii) Si A est vide, c'eso‘é clair. Sinonzx on a C(A)ac C(B) et do(!)nc I(B) = I(Ca'(B)) c
I(CA)) = IA). iv) Si Vp(S) = @, c'est clair. Sinon, on a S < I(V(S)) c
I(C(Vp(S))) = I(Vp(S)). De méme, on C(A) < VUI(CA))) = VUIA)) =
C (Vp(I (A)) car I(A) est un idéal gradué si bien que A Vp(I (A).

2.2.3. De cette proposition, on dérive comme dans le cas affine les propriétés

suivantes :

e Si I est un idéal gradué et Vp(I) #@, on a C(Vp(I)) = V() : En effet, on a
C(Vp(I)) = C(Vp(Ip)) = V(Ip) = V().

¢ Une partie V de IP” est algébrique (projective) si et seulement si Vp(I (V))=V:
V est algébrique si et seulement si C(V) est algébrique, ce qui revient a dire, si
V@, que C(V (I(V))) = VUI(V)) = VI(C(V))) = C(V), ou encore que V (I(V))
=V. SiV est vide, l'assertion est claire.

¢ Si Vet W sont deux ensembles algébriques projectifs, alors V= W si et seule-
ment si I(V) =I(W) : On a

V=Wssi C(V) =C(W)

V=WssiI(V)=I(C(V)) =I(C(W)) =1(W).

e La fermeture algébrique de A c P"est V = Vp(I (A)eton al(A) =I(V) :
Comme dans le cas affine.

e Si Vest un ensemble algébrique affine, alors la fermeture projective V* de V
est Vp(I (VcIP")) : C'est un cas particulier du dernier résultat.
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2.2.4. Proposition. Si V est un ensemble algébrique affine, alors I(V*) = I(V)*,
Vi= Vp(I(V)*) et (V*) =V.

Démonstration : Puisque V est dense dans V*, on a I(V* < IP"*) = I(V < IP"). 11
suit que pour tout polynéme homogene F, on a

FellV')ssiVPeV,F(P)=0

Fel(V*)ssiVPeV,F (P)=0

Fel(V*)ssiF, elI(V).

Fel(V¥)ssiFel(V)".
Puisque I(V*) et I(V)* sont deux idéaux gradués, ils sont nécessairement
égaux. On en déduit donc que V= Vp(I(V*)) = Vp(I(V)*). Finalement, on a
(V*),= Vp(I(V)*)* =V(I(V)),) =VUI(V)) =V.

Corollaire. Les applications _ et * induisent une bijection entre les sous-en-
sembles algébriques irréductibles de IP” non contenus dans IP*! et les sous en-
sembles algébriques irréductibles de A”.

Nous savons déja que si V est un ensemble algébrique projectif irréductible
non contenu dans IP"~1, alors V_ est irréductible et que (V,)*= V. Nous savons
aussi que si Vest un ensemble algébrique affine irréductible, alors V* est un
ensemble algébrique projectif irréductible non contenu dans IP"! et nous ve-
nons de voir que l'on a toujours (V*) = V.

* SiI(V) = (F) alors I(V*) = (F*) et Vi=V (F) : On a I(V*) = I(V)" = (F)"=
(F7).

e SiI(V) = (F, G), on a pas nécessairement V* = Vp(F*, G*) et donc pas non
plus I(V*) = (F*, G*)!

2.3. Anneau de coordonnées

2.3.1. Proposition. Si V est un sous ensemble algébrique de A", alors k[V] est
une sous algebre de la k—algebre des applications de V dans £ et 1'application
de restriction k[X;, ..., X ] — k[V] induit un isomorphisme de k-algebres

RIXy, ..., X, VI(V) = RIV].

Démonstration : L'application canonique k[X,, ..., X, ] — kY est un homo-
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morphisme de k-algebres, son image est k[ V] et son noyau est I(V).

2.3.2. Définition. On dit que k[ V] est ['anneau de coordonnées de V. Si S c k[ V],
on note V(S) ={PeV,V feS, f(P) =0}. On appelle hAypersurface de V toute
partie de la forme V(f) avec f € k[V] non constant et ouvert principal toute
partie de la forme D(f) = V\ V(f) avec f € k[V]. Enfin, si A c V, on note I(A c
V)(ouly(A)) : ={feklVI,VPeA, f(P) =

2.3.3. Proposition. Si S c k[V], alors V(S) est un sous ensemble algébrique de
V. Plus précisément, si S’ c k[X], ..., X, ] est tel que 'application canonique Tt:
klX,,...,X,]—> k[V] induise une surjection de S’ sur S, alors V(S) = V(S’)
NnV.

Démonstration : On a pour P € A",
PeV(S)ssiPeVetV feS8, f(P) =
PecV(S) ssiPeVetVFeS' F(P)=f(P)=
PeV(S) ssiPeVetPeV(S')

PeV(S) ssiPeV(S')nV.

2.3.4. Corollaire. (i)Ona V(1) =@ et V(0,,) =V, (ii)) SiS, c k[V],ona V(U S )
=nV(S ),(ii) SiS, T ckl[V],alors V(S) UV(T) =V(fg,feS,geT)et(iv)SiS
c T c klV], alors V(T) < V(S).

Démonstration :1) V(1) =V(1) nV=0nNV=0etV(0,)) =V(0)NV=A"NnV =
V. ii) Si pour tout o, n(S, ) =S, alors n(u S, ) = U S, et on a donc V(U S, =
V(US )yNV= N VS, )NnV= m(V(S )mV) _ﬁV(S ). 111)et1v)Sl7r(S)_Set
n(T)_T alorsn({FG FeS, GeT' 1) = {fg,feS geT} eton adonc V(S) U
V(T)=(VIS)YnV)u(V(T))nV) =V IS uV(T)) NnV=VEFG, FeS,GeT)
NV=V(fg, feS,geT).Deplus,siScT,alors S cS"uT e¢en(S" UT') =Tsi
bien que V(T) =V(S'UT')NnVcV(S)nV=V(S).

2.3.5. Proposition. Si A c V, alors I,(A) est un idéal radical de k[V]. Plus
précisément, si 7 : k[X;, ..., X, 1 —— k[V] est l'application canonique, alors n~
1(IV(A)) =1(A) et 1(I(A)) =I,(A).

Démonstration : On a
Fern'(Iy(A)) ssiFjy=n(F) el,(A)
Fen'(I,(A))ssiVPeA F(P)=
Fenl(,(A)ssiFel(A)
et donc ﬂ_l(IV(A)) = I(A). Puisque 7 est surjectif, on en déduit que n(I(A)) =
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n(n N (I, (A))) =I(A).

2.3.6. Corollaire. (i) On a I,(0) = k[V] et I;(V) =0, (ii) SiA, c V,on a I, (UA )
=nIy(A,),G) SiAc B cV,alors I,(B) c I;(A) et (iv) On a toujours S c
I,(V(S)) etsiAcV,AcV(,(A))

Démonstration : i) (@) = =(I(©)) = n(k[X,, . .., X,1) = k[V] et I(V) =
2(I(V)) = 2(0) = 0.ii) On aI,(U A) = n(I(UA_ ) = n(n I(A ) = N n( I(A,)) =
NI,(A,).ii) siA c B <V, alors I,(B) = n(I(B)) < n(I(A)) = I(A). iv) Si n(S")
Z8,ona8 cI(V(S) cI(V(S) N V) = I(V(S)) et donc S = n(S") = z(I(V(S)))
= I,(V(S)). De méme, on a A < V(I(A)) NV = V(I(A)) car n(I(A)) = I (A).

2.3.7. Ici encore, on peut dériver des propositions que nous venons de démon-

trer les propriétés suivantes :

® Si P est un point, alors k[P] =k :SiP=(ay,...,qa,),alors[(P) = (X; —a, ...,
X, —a,) sibien que k[P] =k[X,,..., X 1/(X|—-ay,...,X, —qa,) =k

*SiA cV, alors V(I,(A)) = V(I(A)) : Puisque r induit une surjection de I(A)
sur I,(A) et que V(I(A)) c VUI(V)) =V,ona V(I;(A)) =V(I(A)) NV =V(IA)).

* La fermeture algébrique de Adans Vest W :=V(I{,(A)) et on a I;(A) = I;,(W) :
On vient de voir que W = V(I,(A)) = V(I(A)) et on a donc I, (A)= n(I(A)) =
n(I(W)) = I,(W).

* Une partie W de V est algébrique si et seulement si V(I;,(W)) = W : On sait que
W est algébrique si et seulement si V(I,(W)) = VI(W)) = W.

e Si W c Vest un sous ensemble algébrique, alors 1'application de restriction
induit un isomorphisme k[V1/I,(W) = k[W] : Puisque n_l(IV(W)) =I(W), on a
kRIVII(W) = (kIX,, ..., X VI(V)IT (W) =kIX,,..., X VIW)=Ek[W].

2.3.8. Définition. Si V est un ensemble algébrique projectif non-vide, on dit que

kIV] = kE[C(V)] est l'anneau de coordonnées homogenes de V. On pose k[@] =
0.

2.4. Applications polynomiales et homomorphismes d'anneaux
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2.4.1. Notations. Si ¢ : W —— V est une application polynomiale et f € k[V] on
note ¢*(f) :=fo @ € k[W].

e Sii:Wc— Vest l'inclusion d'un sous ensemble algébrique et f € k[V], alors
i* est l'application canonique de restriction. En particulier, on a Id* =1d : Si P €

W et £ € k[V], on i*(f)(P) = (f o i) (P) = f(P).

eSip: W—— Vet y:Z—— Wsont deux applications polynomiales, alors (¢ o
W) =y o :0na(poy) (f)=folpoy)=(fop)oy=0"(f)oy=y"(e"(f))
= (y" o ") (f).

¢ Si une application polynomiale ¢ : W—— V se prolonge en ® : A" —— A", et
si f € k[V] est la restriction de F' € k[X], . .., X, ], alors ¢"(f) est la restriction de
®*(F) :SiPeW,ona ¢ (f)(P) =f(p(P) =F(®(P)) = D (F)(P).

e Si¢: W—— Vest une application polynomiale et £ € k[V], alors ¢ 1 (V(f)) =
V(¢p*(f)). En effet, on a

Pe o N (V(f)) ssi@(P) e V(f)

Pe o HV(f)) ssio*(f)(P) = f(p(P)) =0

Pe ol (V(f) ssiP e V(p“(f).

¢ Si o: W—— Vest une application polynomiale, alors ¢* : k[V] —— E[W] est
un homomorphisme de k-algébres : On a toujours ¢*(f+ g8) = (f+8) c p=fo ¢

+809=09"(f) +¢°(g) et 9°(fg) = (f&) o 9= (f o 9)(g o ¢) = ¢*(f)9"(g). De
plus, si ¢ est une fonction constante, on a ¢*(c) =co ¢ =c.

2.4.2. Théoréme. L'application Hom(W, V)— Hom,,_,(kLV], kIW]D), ¢ —— o"
est bijective.

Démonstration : Si x;, . . ., x, sont les fonctions coordonnées sur V, tout point P
de Vest caractérisé par ses coordonnées x,(P), ..., x, (P). Si ¢ : W— V est
une application polynomiale, alors pour touti=1,..., n et tout @ € W, on a

0" (x,)(Q) = x,(¢(@)). On voit donc que ¢ est caractérisée par les fonctions
¢0*(x,), ..., ¢"(x,) et donc par ¢*. Cela montre que l'application ¢ —— ¢ est
injective et il reste a vérifier que celle ci est surjective. Si u : k[V] — E[W] est
un homomorphisme de k-algebres et F € k[X,, ..., X ], on a F(u(x,), ...,
u(x,)) =u(F(xy,...,x,)).SiFel(V),alors F(xy,...,x,) :F|V: 0 et on a donc
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F(u(xy),...,u(x,)) =u(0) =0. On voit donc que si @ e Wet P := (u(x))(Q), ...,
u(x,)(Q)),onakF(P)=F(u(x)(Q),...,ulkx)Q))) =F(ulx),...,ulx,))(Q)
= 0, ce qui signifie que P € V. On définit ainsi une application ¢ : W — V, @
—— P. Celle ci est polyunomiale par construction. Pour touti=1,...,n,on a
u(x;) = x; o ¢ = ¢"(x;). Puisque k[V] est isomorphe a un quotient de 2[X], .. .,
X, 1, 'homomorphisme de k-algebres u est caractérisé par les u(x;) pouri =1, .

.., netonadoncu=9¢"
Corollaire Une application polynomiale ¢ est un isomorphisme si et seulement

si ¢* est bijective.

Si ¢ est un isomorphisme, il existe une application polynomiale y telle que
poy=Idetyop=Id. On adonc ¢" o y* = (y o )" =Id"=1Id et y" o ¢*" = (¢ o
v)* = Id* = Id. Réciproquement, si ¢* est bijective, c'est un isomorphisme et il
existe donc un homomorphisme de k-algebres v tel que v o ¢* = Id et ¢* o v = Id.
Il existe alors une application polynomiale y telle que u = y* et on a donc (¢ o
v =vyop*=Idet (yo@) =¢ oy =1Idsibienque poy=Idet yoo¢p=Id.

Corollaire Deux ensembles algébriques affines sont isomorphes si et seulement
si leurs anneaux de coordonnées sont isomorphes.

Soient V et W deux ensembles algébriques. Si ¢ : W—— V est un isomor-
phisme, il en va de méme de ¢*. Réciproquement, si u est un isomorphisme
entre k[ V] et k[ W] il existe une application polynomiale ¢ : W—— V telle que ¢*
= u et c'est un isomorphisme.

2.4.3. Proposition Soit ¢ : W—— V une application polynomiale. Alors,
(i) Ker ¢* = I,(9(W)).
(ii) ¢* est injectif si et seulement si ¢ est dominante.

(iii) ¢* est surjectif si et seulement si ¢ est une immersion fermée

Démonstration : i) Par définition, on a f € Ker ¢* si et seulement si ¢*(f ) =0,
c'est a dire f o ¢ =0, ce qui signifie que f est nul sur ¢(W). On voit donc que
Ker ¢ = Iy,(p(W)).

ii) Dire que ¢ est dominante signifie que la fermeture algébrique de (W)
dans Vest V, c'est a dire que V(Iy,(¢(W)) =V, ce qui est équivalent & dire que
Ker ¢* = I,(o(W) = I,(V(I,(¢(W))) =I,(V) = 0.
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iii) Si V' est la fermeture algébrique de ¢(W) dans V, 'application ¢ se fac-
torise en v : W—— V' (qui est dominante) suivi de 1l'inclusion i : V' —— V. Il
suit que ¢ est une immersion fermée si et seulement si y est un isomorphisme,
c'est a dire, si et seulement si y* est bijective. Puisque v est dominante, y* est
injective et on voit donc que ¢ est une immersion fermée si et seulement si y*
est surjective. Puisque ¢* se factorise en i* qui est surjective, suivie de y* , cette
condition est équivalente a dire que ¢* est surjective.

Corollaire Si V est un ensemble algébrique affine, les idéaux m de k[V] de la
forme Iy,(P) ou P est un point de V sont les idéaux satisfaisant £[V]/m = k.

SiP eV, alors k[VI/I;,(P) = k[P] = k. Réciproquement, si m est un idéal tel

que £[V1/m = E, il existe une unique immersion fermée i : A° = {0} — V telle
que l'homomorphisme composé de i* : k[V]—— k£ et de lisomorphisme £
=k[V]/m soit 'hnomomorphisme quotient associé a m. On a alors, en posant P =
i(0),

Sfem ssii*(f) =0

fem ssi f(P)=f>G0)) =i*(f)(0)=0.
Sem ssifel,(P).

2.44. Changement de coordonnées

* Si®:A"™ — A" est une application affine et F € k[X;, . .., X 1, on a deg
O*(F)< deg F : Comme ®* est un homomorphisme d'algebre, les propriétés du
degré nous permettent de supposer que F = X.. Or les composantes L, . . .,
L, de ® sont des polynomes de degré au plus 1 et on a ®*(X,) = L,.

* Si®: A" —— A" est une application affine bijective et F e k[X;, ..., X,], on a
deg ®*(F)= deg F : En effet, @~ ! est aussi affine.

e Si @ : k™1 — k" est une application linéaire et F e k[X,, . . . , X1
homogeéne de degré d, alors ®*(F) est homogeéne de degré d ou nul : Comme ®*
est un homomorphisme d'algebre, les propriétés du degré nous permettent de
supposer que F = X.. Or les composantes L;, . .., L, de ® sont des formes
linéaires et on a ®*(X,) = L,..

¢ Si ® est un changement de coordonnées (affines ou projectives) et V une hy-

persurface, alors ® (V) est une hypersurface de méme degré. En fait, &
Y(V(F)) = V(®*(F)) dans le cas affine et @ (V,(F)) = V,(®*(F)) dans le cas
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projectif : Le cas affine est immédiat. Dans le cas projectif non vide, on a C(V)
= C(V,(F))= V(F) et donc C(®~1(V)) = ®~H(C(V)) = & (V(F)) = V(®*(F)) =
C(Vp(d)*(F)). Enfin, si Vp(F)) ou Vp(CD*(F) est vide, le résultat est immédiat.

2.5. Composantes irréductibles d'un ensemble algébrique

2.5.1. Proposition Pour un ensemble algébrique (affine ou projectif) V, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) V est irréductible

(b) I(V) est un idéal premier

(c) k[ V] est un anneau integre

Démonstration : Cas affine : Si V est irréductible et si F, G € k[X;, . . ., X, ] sont
tels que FG € I(V), alors V=V{I(V)) c V(FG) = V(F) n V(G) si bien que V c
V(F) (ou V(G)) et donc F e I(V(F)) < I(V). On voit donc que I(V) est premier.
Si I(V) est premier, alors k[V] = k[X;, . .., X I/I(V) est intégre. Enfin, si
k[V] estintégreetsiV=WuU Z, alors 0 = I,(V) = I[,(W U Z) = I,(W) N I,(Z) >
I,(W)I,(Z) si bien que I,(W) (ou Iy,(Z))= 0 et donc W = V([;(W)) =V(0)= V.
On voit donc que V est irréductible.

Cas projectif : On sait que V est irréductible si et seulement si C(V) est ir-
réductible, que I(V) = I(C(V)) et que k[V] = E[C(V)].

2.5.2. Théoreme Outre les points, les sous ensembles algébriques irréductibles
propres du plan (affine ou projectif) sont les courbes planes infinies de la forme
C=V(F) (ou Vp(F) dans le cas projectif) avec F irréductible. On a alors I(C) =
(F).

Démonstration : Cas affine : Nous avons déja vu que la condition est suffisante.
Montrons qu'elle est nécessaire. Si Cest un sous ensemble algébrique
irréductible infini propre du plan affine, alors I(C) est un idéal premier propre
et contient donc un polynoéme irréductible F si bien que C c V(F'). Puisque C est
infini, on a nécessairement C = V(F). Si G € I(C), alors C c V(F, G) qui est
donc infini, ce qui implique que F et G ont un facteur commun. Comme F est
irréductible, ceci signifie que F divise G. On a donc bien I(C) = (F).

Cas projectif : On peut, quitte a faire un changement de coordonnées, sup-
poser que P! ¢ C. Montrons que la condition est suffisante et qu'alors I(C) =
(F) : Le lieu a l'infini de C est alors un fermé propre de P!, c'est a dire un en-
semble fini. Puisque C est infinie, C_ est nécessairement infinie. D'autre part,
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puisque IP! ¢ C, on a F # cZ et on a vu que dans ce cas, F_est irréductible et que
F = (F,)". On voit donc que C_ = V(F) est infinie et que F_ est irréductible. On
sait qu'alors C_ est irréductible et que I(C_ ) = (F,). On a donc I((C)*) =I(C )~
=(F)" =F) = F). Il suit que (C)" = Vp(F) = C si bien que C est irréductible
et I(C) = (F). 1l reste a vérifier que la condition est nécessaire. Soit C un sous
ensemble algébrique irréductible propre infini du plan projectif. Puisque P!
C,onaC = (C)"et C_est un sous ensemble algébrique irréductible, nécessai-
rement propre (puisque C l'est) et infini (puisque C l'est) du plan affine. On a
donc I(C,) = (F) avec Firréductible et donc C = V (I(C)) =V, (I((C)")) =
Vp(I (C)") = Vp((F)*) = Vp(F*) avec F* (homogene) irréductible.

2.5.3. La notion d'anneau noetherien nous permet de ramener 1'étude d'un

ensemble algébrique a celle d'un nombre fini d'hypersurfaces irréductibles :

e Si Vest un ensemble algébrique (affine ou projectif), alors k[V] est un an-
neau noetherien : Nous avons vu que k[V] est une algebre de type fini sur un
corps.

¢ Tout ensemble algébrique (affine ou projectif) non vide est intersection finie
d'hypersurfaces : Tout idéal posseéde un nombre fini de générateurs.

2.5.4. Théoréme Un ensemble algébrique (affine ou projectif) est noetherien. I1
s'écrit donc de maniére unique comme réunion finie d'ensembles algébriques
irréductibles V; avec V; ¢ Vj pour i # j.

Démonstration : Si {V,}, ; est une suite décroissante de fermés de V, alors
{I(V)) },. est une suite croissante d'idéaux de k2[V] qui est un anneau noethe-
rien. Il existe donc un entier N tel que I(V;) = I(V,;) pour i > N si bien que V=

Vypouri>N.

¢ Si Vest un ensemble algébrique projectif dont aucune composante irréduc-
tible n'est contenue dans P!, alors (V,)*= V : Les applications _ et

* préservent les unions finies.

e Si V est un ensemble algébrique affine, les composantes irréductibles de
V* sont les V; ou les V, sont les composantes irréductibles de V : Méme argu-

ment.
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2.6. Fonctions rationnelles sur un ensemble algébrique affine

2.6.1. Définitions Si V est un ensemble algébrique affine irréductible, une
fonction rationnelle sur V est un élément f du corps des fractions k(V) de k[V].
Si f=g/havecg, hekl[V]etPeVavec h(P) # 0, on dit que f est réguliere en P
et on pose f(P) = g(P)/h(P). Sinon, on dit que P est un pdéle de f. On note Oyp
I'ensemble des fonctions régulieres en P. Si f est réguliére et s'annule en P, on
dit que P est un zéro de f. On note myp I'ensemble des fonctions régulieres en P

qui s'annulent en P.

¢ Cette définition a bien un sens : Si f= g'/h’ avec h'(P) # 0, alors gh’ = g'h et
g(P)h'(P) = (gh')(P) = (g'h)(P) = g'(P)h(P) si bien que f(P) = g(P)/h(P) =
g (P)/h'(P).

® Si fek(V),alors If :={h e k[V], hfe k[V]} est un idéal de £[V] et I'ensemble
des poles de f est le fermé V(If) :Sihy et hye If, ona (hy+hy)f =hf+hyf e
k[V]etsih,eklV]eth,e If, on a (hhy)f = h{(hyf) € k[V]. On voit donc que If
est un idéal. Si h € k[V] est non nul, dire que 2 €1 f signifie que l'on peut écrire
f=g/h avec g € k[V]. On a donc

PeV,) ssidhel, h(P)=0

PV, ssidg heklV], f=ghet h(P) 0.

e Si k[ V] est factoriel et f = g/h avec g et h € k[V] sans facteur commun, alors
If = (h) : Puisque hf =ge k[V],ona h e If. Réciproquement, si A’ e If, alors g’
:=h'fekl[V],etonagh'=hg'. Comme g et h sont premiers entre eux, A divise
h'etdonc h' e 1.

e Soit f# 0 réguliere en P. Alors, f a un zéro en P si et seulement si 1/f a un
pole en P : Supposons que f = g/h avec h(P) #0. Si 1/f est réguliére en P, on
peut écrire 1/f = h'/g" avec g'(P) #0. On a donc gh’' = g’'h, si bien que g(P)h'(P)
= g'(P)h(P)# 0 et donc g(P) # 0. On voit donc que P n'est pas un zéro de f.
Réciproquement, si 1/f = h/g n'est pas réguliere en P, alors g(P) = 0, ce qui
montre que P est un zéro de f.

e L'ensemble des points ot f € £(V) est réguliere et ne s'annule pas est un ou-
vert de V : En effet, c'est le complémentaire de V(I f) u VvV, f).

2.6.2. Proposition Si V est un ensemble algébrique irréductible affine et P un
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point de V, alors (U}, p est un anneau local intégre noetherien d'idéal maximal
my p. En fait, si m := I,(P), alors OV,P: kLV],.

Démonstration : Par définition, on a
feUyp ssidg heklV], f=g/het h(P)=0
fe OV’P ssidghek[V],hem, f=gh
fe (QV’P ssi feklV],,
si bien que Oy p= k[V] . C'est donc un anneau local intégre noetherien d'idéal
maximal est mk[V] . De plus, on a
Semk[V] ssi dg, heklV]l,gem hem, f=gh
Semkl[V] ssi dg, heklV], g(P)=0,h(P)=0,f=gh
Semk[V]  ssi f(P)=0
Semkl[V]  ssife My p
si bien que mk[V] = fe my p.

2.6.3. Dans certains cas, on peut "composer" des fonctions rationnelles avec
des applications polynomiales :

® Si ¢ : W—— V est une application polynomiale dominante entre deux en-
sembles algébriques affines irréductibles, alors ¢* se prolonge de maniére
unique en un homomorphisme de corps ¢ : k(V) —— k(W) : En effet, on sait
que ¢" : k[V] —— k[W] est injective.

e Si f est réguliere en P := ¢(Q) avec ¢ comme ci dessus, alors ¢*(f) est régu-
liere en @ et on a ¢*(f)(Q) = f(P) : On peut écrire f = g/h avec h(P)) # 0. On a
donc ¢*(f) = ¢"(g)/¢*(h) et ¢"(h)(Q) = h(P) # 0, ce qui montre que ¢*(f) est
réguliere en . De plus, ¢*(f)(Q) = ¢"(g)(@)/9"(h)(Q) = g(P)/h(P) = f(P).

® Soit ¢ : W —— V une application polynomiale entre deux ensembles algé-
briques affines, @ un point de W et P := ¢(Q). Alors (p*_l(IW(Q)) =I,(P):0na
fe o Iy(Q)) ssi ¢*(f) e Iy(Q)
fe o M Iy(@)) ssif(P) = fp(Q)) = ¢"(H(Q) =0
fe o Iy(@)) ssi f e I,(P).

¢ Soit ¢ : W —— V une application polynomiale entre deux ensembles algé-
briques affines irréductibles, @ € W et P = ¢(Q). Alors, ¢ se prolonge de ma-
niere unique en un homomorphisme (pé : OV,P — (QW’Q : Si on pose Iy,(P) =m
et I;(P) =n, on sait que o I(n) = m, que (QV’P: k[V], et que (QW’Q: kIV],.
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¢ Si ¢ est dominante, une immersion fermée ou un isomorphisme, alors (pg2 est
injective, bijective ou surjective : Cela résulte du fait que ¢ injective, bijective

ou surjective.

e Soit V un sous ensemble algébrique irréductible A" de et i : V —— A" le
morphisme d’inclusion. Si P € Vet J est un idéal de k[X;, . .., X, ], alors
I'application canonique Upnp — Oy p induit un isomorphisme (QAn,P/(J +
I(V))(QAn,P = OV,P/i*(J)OV,P' En particulier, on a toujours OAn,P/I(V)(QAn’P =0Oyp
: L'application est surjective car composée d'applications surjectives. Montrons
qu'elle est injective : Soient F, G € k[X, ..., X, ] avec F(P) #0. Si i"(F)/ i*(G) €
i*(J)OV,P, on peut écrire i*(F)/ i*(G) = i*(F,)/ i"(G,) avec F; € J et G;(P) #0.
Posons H := FG, — F;G.On a i*(H) =i*(F) i"(Gy) —"(F))/i"(G)) =0 et donc H €
Ker i*=1(V). On a donc F/G = FG,/GG, = (H + GF))/GG € (I(V) + J)Upn p.

2.6.4. Définition Soit V un ensemble algébrique affine irréductible. Une ap-
plication polynomiale j : W —— V est une immersion ouverte si

i) C'est un homéomorphisme de W sur un ouvert U de V et

ii) Pour tout @ € W, l'application jg‘) est un isomorphisme (QV, i@ > OW,Q.
On dit alors que U est un ouvert affine de V.

¢ Si Vest un ensemble algébrique affine irréductible et U un ouvert de V, I'en-
semble I'(U) des fonctions régulieres sur U est une k-algébre integre et on a
') = PﬁU(’)V p . La seconde assertion résulte immédiatement des définitions et

la premiére est une conséquence de la seconde.

¢ On a pas toujours I'(U) = {f/g, V P € U, g(P) #0}. Par exemple, si V= V(XT —
YZ)et U= {(a,b,c,d) eV, a#0ouc =0}, alors y/x e I'(U).

¢ Dans la définition d'une immersion ouverte, on peut remplacer la condition
ii) par la condition
ii)’ L’homomorphisme j* induit un isomorphisme entre I'(U) et I'(W) :

La remarque précédente nous dit que cette condition est plus faible que la
condition ii). Réciproquement, supposons cette condition remplie et choisissons
Q €W . Si fek[W], on peut écrire, puisque j* induit un isomorphisme entre
I'U) eeI'(W), f=j"(p) avec ¢ € I'(U). De méme, si g € k[W] et g(@) #0, on
peut écrire g = j*(y) avec y e I'(U) et y(j(Q)) = j*(y)(Q) = g(Q) # 0 si bien
que v est inversible dans OV,j(Q)' On voit donc que si A = fig € (QW’Q, on peut
écrire h = j*(ylo) avec y g e OV,j(Q)' Cela montre que jé est surjective. Enfin,
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jé est injective car j est dominante.26 avril 1995

¢ Dans la définition d'une immersion ouverte, on peut remplacer la condition
i) par la condition
i)’ L’application j est une bijection de W sur U :

Bien sir, cette condition est plus faible que la condition i). Réciproquement, soit
fekl[WletPeU.OnécritP=j(Q) avecQ e Wet f=j"(¢p) avec p € I'(U). On a
donc P € j(D(f)) si et seulement si @ € D(f), ce qui signifie que ¢(P) = ¢(j(Q))
=j(¢)(Q) = f(Q) # 0. On voit donc que j(D(f)) est l'ensemble des points de U
ou ¢ ne s'annule pas qui est ouvert. On en déduit que j est une application

ouverte. Comme j est bijective et continue, c'est un homéomorphisme sur U.

* SiGeklX],...,X, ], laprojection p : A™! — 5 A" induit une immersion ou-
vertej : W=V(GX,,,—-1) < A":0Ona(a},...,a, ) € Wsiet seulement si
G(ay,...,a,)#0etalorsa, ;=G(ay, ..., a,). On voit donc que j est une bijec-
tion de W sur D(G). De plus, si f € k[W] se prolonge en F € k[X;, . .., X, 1,
alors p :=F(X,,...,X,, 1/G) eI'(U) et f = j*(¢). On en déduit aisément que j*
induit une bijection entre I'(U) et I'(W).

2.7. Fonctions rationnelles sur un ensemble algébrique projectif

2.7.1. Définitions Soit V un ensemble algébrique projectif irréductible. Le corps
k(V) des fonctions rationnelles sur V est l'ensembles formé de 0 et des
éléments homogenes f de degré nul du corps des fractions de k[V]. Si f = g/h
avec g et A homogenes de méme degré et P := (ay; .. .;a, ) tel que A(P) # 0, on
dit que f est réguliére en P et on pose f(P) = g(ay, ..., a, /h(ay, ..., a, ).
Sinon, on dit que P est un péle de f. On note Oy p I'ensemble des fonctions régu-
lieres en P. Si f est réguliere et s'annule en P, on dit que P est un zéro de f. On
note my,  'ensemble des fonctions régulieres en P qui s'annulent en P.

¢ Cette définition a bien un sens : Tout d'abord, si g et 2 sont de degré d et si 1 €

k,onah(lay, ..., a, )= Adh(al, ..., a,.1) # 0si bien que f est réguliere en
(Aay, ..., a, ) et f(lay, ..., Aa, ) =8(Aay, ..., Aa, )/h(Aay, ..., Aa, |) =
Anay, ..., a,, D%y, ... a,,) =8(ay, ..., a,, )k, .. a,, ) = flag, ...

, a, 1) Il faut aussi remarquer que si f= g'/h" avec g’ et A’ homogénes de méme
degré et h'(P) # 0, alors g(P)/h(P) = g'(P)/h'(P).
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* Soit f € k(V). Alors, f est réguliére en (ay, ..., a,, ;) € C(V) si et seulement si
S estréguliéreen (ay;...;a,, )etona fla;...5a,,) =flay,...,q,,) : La
condition est clairemetn suffisante. Réciproquement, on peut écrire f =
g/h avec h(ay, ..., a, ;) # 0. D'autre part, comme f € £(V), on peut aussi écrire
f=g'/h" avec g’ et h' homogénes de méme degré. Si on note avec un indice i la
composante homogene de degré i d'un élément de k[V], il existe d tel que
hgCay, - . ., a,,1) # Oet puisque A est une algebre homogéne, on a
nécessairement A, g’ = h'g, si bien que f =g /h .

k(V) N mgy, p. En particulier, Oy p est un anneau local intégre d'idéal maxi-
mal my, 5 : Cela résulte de la remarque précédente.

2.7.2. Les fonctions rationnelles se comportent bien par rapport aux change-

ment de coordonnées :

¢ Soit ® un changement de coordonnées projectives, V un ensemble algébrique
projectif, W := ®1(V) et ¢ : W—— V la bijection induite. Alors, 1'isomorphisme
canonique £(C(V)) = k(C(W)) induit un isomorphisme ¢* : k(V) = k(W) : On
note encore ¢ : C(W ) —— C(V), 'application induite par ®. On sait alors que si
S € k[V]est limage de Fe k[X;, . .., X I, alors ¢"(f) est l'image de
®*(F) dans k[W]. On sait aussi que F est homogene de degré d si et seulement
si ®*(F') l'est. On voit donc que l'isomorphisme ¢ : k[V] = E[W] préserve les
éléments homogenes et leur degré. On obtient donc bien un isomorphisme ¢* :
k(V) S R(W).

¢ L'isomorphisme ¢*: k(V) = k(W) est bien défini : Si on multiplie ® par 1 €
k*, l'isomorphisme obtenu k[V] = E[W] envoie f homogéne de degré d sur
2%0*(#). On voit donc que si g est aussi homogene de degré d, alors f/g est en-
voyé sur A%9* ()2 %*(g) = ¢*(f)o*(g).

e SiQeWetP:=¢(Q),alors ¢* induit un isomorphisme (pZ) :Oyp> OW,Q 1 SiQ
=(a;...50a,,1),Q =(ay, ...,a, ) e P = 0¢(@), on sait que ¢ induit un
isomorphisme entre Ccovy.p et Ocow g €t donc aussi entre (QV,P = k(V) N Ugy, P
et Oy o=kW) N Oy o

2.7.3. Les fonctions rationnelles se comportent aussi bien par passage a la
fermeture projective ou a la partie affine :
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® Si V est un ensemble algébrique affine, 'homomorphisme F —— F_ induit un
homomorphisme d'anneaux f +—— f,_, k[V'] — E[V] : En effet, on sait que si
Fe Ip(V‘*) =I1(V)*, alors F_e I(V).

* Tout élément non nul de 2[V] se met sous la forme f_ avec f homogene : On
sait que tout élément de k[X;, . .., X,] se met sous la forme F_ avec F
homogene.

® Si V est irréductible, 'homomorphisme f —— f,, induit un isomorphisme de
corps f=glh—— f, =g/h,, k(V*) S k(V) : 1l faut d’abord s’assurer que si i
est homogéne et A = 0, alors A = 0. Cela résulte du fait que pour H homogene,
onaH eI(V*) =1(V)" si et seulement si H_e I(V). De plus,comme ’application
fr—— f., k[V'] — E[V] est un homomomorphisme d’anneaux, il est clair
que si g/h = g'/h" alors g /h_= g. /h et notre application est donc bien définie. Le
méme argument nous montre que 'on a bien un homomorphisme de corps. Il
reste a vérifier que celui ci est surjectif. Or tout élément de £(V) se met sous la
forme f, /g  avec f et g homogénes. Quitte & multiplier en haut ou en bas par

une puissance de x on peut supposer que f et g ont méme degré.

n+1>
* L'isomorphisme de corps f+—— f,, k(V*) = k(V) induit pour tout P € V, un
isomorphisme Uy p = Uy, p : Si f = glhe k(V™), avec g et h homogenes, alors f,
:=g,/h_ et ona h(P) #0 si et seulement si 4 _(P) #0.

* Si V un ensemble algébrique irréductible et P un point de V, alors Uy, p est un
anneau local intégre noetherien d'idéal maximal my , : Dans le cas projectif,
on peut, quitte a faire un changement de coordonnées, supposer que P € A". Le
résultat précédent nous permet alors de nous ramener au cas affine qui a déja

été traité.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 2 - EXERCICES

2.1. Idéal d'un ensemble algébrique affine

2.1.1. (k = R) Quel est l'idéal de V(X?+ 1) c AL
2.1.2. (k = R) Idem pour V(X2 + Y?) c A%

2.1.3. (k = R) Idem pour V(X2 + Y2 + 1) c A2

2.1.4. Idem pour C :={ (%, 3), t € k}.

2.1.5. Idem pour C :={(¢, {2, 3), t € k}.

2.1.6. Idem pour C = {(#2, 2(t2—- 1), t3), t € k}.
2.1.7. Idem avec C = { (£, 1%, t*), t € k).

2.1.8. Idem avec C={(#2, t3— {2, ¢5), t ek}.

2.1.9. Idem avec la courbe plane C d'équation XY = 0.
2.1.10. Idem avec la courbe plane C d'équation XY (X —Y) = 0.

2.1.11. Idem avec V := V(XY, XZ, YZ) — A3,

2.2. Idéal d'un ensemble algébrique projectif

2.2.1. Montrer que l'idéal de la courbe projective plane C := {(a?; ab; b%), a, b € k,
(a, b) # (0,0)} est le noyau de I'homomorphisme

u: kXY, Z] — kIX,Y], F— F(X2, XY, Y?).



2.2.2. Montrer que 1'idéal de la courbe projective C := {(a®, a®b, ab?, b%)), a, b e
k, (a, b) # (0,0)} est le noyau de I'homomorphisme

u kXY, Z, Tl — kX, Y], F— F(X3, X2Y, XY2, Y®).

2.2.3. Montrer que l'idéal de la surface de Veronese est le noyau de

I'homomorphisme
u kXY, Z T, Wl —> kXY, Z|,F— F(X2, XY, XZ,Y?, YZ, Z?).

2.2.4. Montrer que l'idéal de la surface S := {(ac, ad, bc, bd), a, b, ¢, d € k, (a, b)
# (0,0), (¢, d) # (0,0)} est le noyau de 'homomorphisme

u:kIXY, Z, Tl —> kIX,Y,Z, T, F — FXZ,XT,YZ,YT)).
2.2.5. Soit C = {(¢, 2, t%), t € k} = A3. Trouver des générateurs F et G de I(C) et
montrer que C*= V(F* ,G¥).
2.3. Anneau de coordonnées

2.3.1. Soient V ¢ A* I'hypersurface affine d'équation XT = YZ et f, g € k[V] tels
que fx = gz. Montrer que le plan(X0OY) est contenu dans V(f).

2.3.2. (k algébriquement clos) Soient V c A* 1'hypersurface affine d'équation XT'
= YZ. Montrer que le plan (XOY) n'est pas une hypersurface de V.

2.3.3. Soit C une courbe affine plane infinie d'équation Y? = F avec F € k[X] (F
n'étant pas un carré) et x et y les fonctions coordonnées sur C. Montrer que si g
€ k[C], il existe A, B € k[T] uniques tels que g = A(x) + B(x)y.

2.34. (k algébriquement clos et car k = 2) Soit C la courbe affine plane

d'équation 4X2 — (Y2 + 4Y)X + Y2. Montrer que si f € k[C], il existe G, H € k[T]
uniques tels que si @ =: (a, ¢) € C, on ait f(Q) = G(c) + aH(c).

2.4. Applications polynomiales
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2.4.1.Soit ®: Al 5 A% t —— (£, 3) et C = ®(A'). Montrer que ®* induit un
isomorphisme entre k[C] et l'algebre des polynémes sans composante

homogene de degré 1. En déduire que £[C] n'est pas factoriel.

2.4.2. Montrer que la courbe C d'équation Y? = X° n'est pas isomorphe a la

droite affine.

2.4.3. Montrer que l'application ® : A' —— A3 ¢t — ( 2, 12(¢42 — 1), ¢3), n'est

pas une immersion fermée.

2.44. (k=R) Idem avec ® : A'—— A%t (t -1, 1 - ).

2.4.5. Idem avec @ : A'—— A? t+—— (2, 312, £5).

2.4.6. Soit s : A2—— A2, (a, b) — (—a, —-b) la symétrie centrale de centre O et

C la courbe affine plane d'équation X?Y? + X2 + Y? = 2XY(X + Y + 1).

Déterminer une équation de s~1(C).

2.4.7. (Car k # 2) Soit C la courbe affine plane d'équation X?Y? + X2 + Y? =
2XY(X +Y + 1). Montrer que si f € k[C], il existe G, H € k[T] uniques tels que
siP=:(a,b) eC,onait f(P) =G(a+b—ab) +aH(a + b — ab).

2.5. Ensembles algébriques projectifs irréductibles

2.5.1. Montrer que la courbe projective plane C := {(a?; ab; b?), a, b € k, (a, b) =
(0,0)} est irréductible.

2.5.2. Montrer que la courbe projective C := {(a3; azb; abz; b)), a, b ek, (a, b) £
(0, 0)} est irréductible.

2.5.3. Montrer que la surface de Veronese est irréductible.

2.5.4. Montrer que la surface S := {(ac; ad; bc; bd), a, b, ¢, d € k, (a, b) # (0,0),
(c,d) # (0,0)} est irréductible.

2.5.5. Montrer que les surfaces projectives d'équations XY = ZT et X2 = YT sont
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irréductibles mais que leur intersection ne 1'est pas.

2.6. Composantes irréductibles

2.6.1. Déterminer les composantes irréductibles de la courbe plane
C d'équation XY = 0.

2.6.2. Déterminer les composantes irréductibles de la courbe plane C
d'équation XY (X —-Y) =0.

2.6.3. Déterminer les composantes irréductibles de V := V(XY, XZ, YZ) c A3,

2.6.4. Quelles sont les composantes irréductibles de la courbe affine plane
d'équation Y2 XYy -X?Y + X3 =0.

2.6.5. Déterminer les composantes irréductibles de l'intersection des courbes

planes d'équations Y*= X2 et Y*= X?Y? - XY? + X3.

2.6.6. Montrer que les composantes irréductibles de V(X® — YZ, Y? —
XZ)c A3 sont la courbe C = {(£3, &, 9), t € B} cA® et une droite que 1l'on
déterminera.

2.6.7. (k algébriquement clos) Soient S; et S, c A3 les cylindres d'équations
respectives X2 + Y2 = 1 et X2 + Z? = 1. Déterminer les composantes
irréductibles de C =S; N S,,

2.6.8. Idem avec les surfaces d'équations X2+ Y2=1et X? - Z%2=1.

2.6.9. Soient A € & et C la courbe affine plane d'équation (X2 + 1)Y2 + (X2 — 1)2 =
0. Déterminer suivant les valeurs de A, les composantes irréductibles de C

lorsque i) k =C,ii) k = R et iii) Car k = 2.

2.6.10. (k algébriquement clos) Déterminer selon la valeur de A € k les

composantes irréductibles de la courbe d'équation X* — Y* = AX3 — XY?2.

2.6.11. Soit C une courbe plane telle que la projection x : C —> Al soit injective.
Montrer que C est irréductible et que I(C) = (F') avec F de degré 1 en Y.
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2.7. Fonctions rationnelles (k algébriquement clos)

2.7.1. Soit C la courbe plane d'équation Y2 = X?(X + 1), x et y les fonctions

coordonnées sur C et ¢ := y/x. Déterminer les zéros et les poles de ¢ et de ¢

2.7.2. Montrer que I'(A?\0) = I'(A?) = k[X, Y]. Existe-t-il des fonctions
rationnelles sur A? ayant un unique pole a l'origine? A0 est il un ouvert
affine de A%?

2.7.3. Soient V « A* I'hypersurface d'équation XT = YZ, «x, y, z et ¢ les fonctions
coordonnées sur V et ¢ := x/z. Déterminer les poles de ¢ et montrer qu'il
n'existe pas de f, g € k[V] tels que, si ¢ est réguliere en P, on ait ¢o(P) =
g(P)/f(P).

2.7.4. (Car k # 2) Soient A = +1, C la courbe plane d'équation X* — Y* = 1X3 —
XY? et x et y les fonctions coordonnées sur C. Montrer que la fonction
rationnelle £ = y%/x n'est pas réguliere en O mais que la fonction f(1 — f) est

réguliére en tout point de C.

2.7.5. (Car k # 0) Soient C la courbe plane d'équation Y? = X3 _d)I{ﬁ x et y]l,es
fonctions coordonnées sur C, f et fjj les restrictions a C de X etw, t:= —f—af ,

u=t>—2xetv:=t(u—x) +yet C,l'ouvert de C défini par y # 0. Montrer qule

les fonctions rationnelles ¢, u et v sont régulieres sur C,,.

2.7.6. Soient C la courbe d'équation Y2=X2_-X, V:=C xC et x, y, x', y' les

fonctions coordonnées sur V. Montrer que

y' —y _x2+xx'+x’2—1
x'—x = y+y'

2.7.7. (Car k #2) Soient C la courbe d'équation Y2=X? - X, V:=C xC, r = z,:i

m=r—(x+x),n:=r(m—x)+yet V, l'ouvert de V défini par y + y’ = 0.

Montrer que les fonctions m et n sont réguliéres sur V,,.

2.7.8. (Car k #2) Soient C la courbe d'équation Y? = X3 —d)}g, xety lj@s fonctions
X

coordonnées sur C, f, et fy les rest;;c_t;ons aCde X et Iy t= —JW, u =t —
2x,v=t(lu—x)+y,V:=CxC,r:=

/

mi=r2— (x+x),n:=r(mM—x)+yet

X X
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C,l'ouvert de C défini par y # 0. Montrer que si P € C, alors m(P, P) = u(P) et
que n(P, P) = v(P).

2.8. Anneaux de fonctions réguliéres (£ algébriquement clos)

2.8.1. Soit ¢ == (XY, Y) : A> —> A% Montrer que ¢p est un isomorphisme de
OAZ,(p(P) sur U2 p lorsque P n'est pas sur l'axe des X.

2.8.2. Soient C la courbe plane d'équation XY = 1 et x la premiere coordonnée

sur C. Montrer que pour tout P € C, ¢p est un isomorphisme de OlAl,x(P) sur

Cc.p-
2.8.3. (car k # 2) Calculer I'(U) lorsque
U=AN1,-1,i,—i).
2.8.4. Soit U — A! un ouvert non vide, R e I'(U) et E := {(a, R(a)), a € U} le

graphe de R. Montrer que la fermeture algébrique de E dans A? est de la forme
V(GY — F) avec F et G € k[X] premiers entre eux.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 2 - CORRIGES

2.1.6. On vérifie trivialement que I .= (Y — X(X — 1), Z2 — X3) cI(C) et il ne
reste donc plus qu'a montrer que I(C) < I. Comme Y (resp. Z2) est congru
modulo I 4 X(X — 1) (resp. X3), tout polynéme en X, Y, Z est congru modulo I a
un polynéme de la forme F=A+ZB avec A et B € k[X]. Si F € I(C), alors
A(T?) +T3B(T2) est identiquement nul. Pour des questions de degré, ceci

implique immédiatement que A=B=0, et donc que F' € I.

2.1.7. On vérifie trivialement que I := (X2 — Y3, Y? — Z3) < I(C) et il ne reste
donc plus qu'a montrer que I(C) c I. Soit F € I(C) . Comme X2 = YZ3 mod I et
Y? = Z3 mod I, on peut écrire

F=P+XQ + YR +XYS mod I
avec P, @, R, S € k[Z]. On en déduit que
0=P(T%) + TOQ(T4) +T6R(T4) + T15S(T4) .

Les quatre termes sont des polynomes en 7' dont chaque terme non nul est
de degré congru respectivement a 0, 1, 2 et 3 modulo 4. Cette relation implique
donc qu'ils sont tous nuls. Il en résulte que P = @ = R = S = 0 et donc F € I.
On a donc bien I(C) c I.

2.1.9. On a C = V(XY) = V(Y) U V(X) = (OX) U (OY) et donc I(C) = I((OX) U
(0Y))=1(0X) N I(OY) = (Y) N (X) = (XY) car X et Y n'ont pas de facteurs

communs dans k[X, Y] qui est factoriel.
2.1.10. On vérifie que I(C) = (XY (X -Y)).
2.1.11. Puisque V est la réunion des trois axes de l'espace, dont les idéaux sont

respectivement (X, Y), (X, Z) et (Y,Z),onal(W)=(X,Y) n(X,Z) n (Y, Z). On
montre alors successivement que (X, Y) N (X, Z) = (X, YZ) et que (X, YZ) N (Y,



Z)=(XY,XZ,YZ), ce qui donne I(W) = (XY, XZ, YZ). Montrons par exemple la
seconde de ces égalités : SIF =AX+BYZ=CY+DZ € (X,YZ) n (Y, Z), on a AX
— CY = (BY —D)Z et donc, soit AX = CY, auquel cas A € (Y) et donc F' € (XY, YZ)
c (XY, XZ,YZ). Ou alors, Z divise A (et C) et alors F € (XZ, YZ) c (XY, XZ, YZ).
L'inclusion réciproque est immeédiate.

2.3.4. 11 est clair que 4X? — (Y? + 4Y)X + Y? est irréductible si bien que I(C) =
(4X2 — (Y? + 4Y)X + Y?). Si l'on effectue la division euclidienne en X de F e k[X,
Y1 par 4X2 — (Y? + 4Y)X + Y2, on voit que F est congru a un unique R € k[X, Y]
de degré au plus 1 en X modulo 4X2 — (Y2 + 4Y)X + Y2 On en déduit que
l'application de restriction k[X, Y] —— E£[C] induit une bijection de 1'espace
des polynomes de degré au plus 1 en X sur £[C]. Cela signifie que si f € £[(C], il
existe G, H € k[T] uniques tels que si @ = (a, ¢) € C’, on ait f(Q) = G(c) +
aH(c).

2.4.3. L'homomorphisme &* kRIX,Y,Z]— k[T] envoie X, Y, Z
respectivement sur 72, T2(T2 — 1),T3. L'image de ®* est donc la sous algébre A
de R[T] engendrée par ces polynomes. Or il est immédiat que tout élément non
constant de A est de valuation au moins 2. En particulier T' ¢ A et ®* n'est pas

surjective. Il en résulte que ® n'est pas une immersion fermée.

2.4.4. On sait que @ induit une bijection ¢ de A sur la courbe C d'équation Y* =
Y2 — X3, la réciproque étant donnée par

gt/b sibz0
o 1:C— AL (a,b) —> [
[ sinon.

Si ®était une immersion fermée, alors ¢ ! serait polynomiale et on pourrait
trouver F € k[ X, Y] tel que (p_l(a, b) =F(a,b), et donc bF(a, b) = a, pour tout a, b
e C. On aurait donc YF = X mod Y* — Y3 + X si bien que F(0)Y = X, ce qui est
clairement impossible.

2.4.6. On obtient une équation de s '(C) en appliquant s* & une équation de C.
On a bien sur s*(X) = —X et s*(Y) = —Y. On voit donc que s 1(C) est la courbe
d'équation X2Y? + X2+ Y2 + 2XY(X +Y — 1) = 0.

2.4.7. On a vu que l'application ® : A2— A2, (a, b) —> (a, @ + b — ab) induit
un isomorphisme de C sur la courbe C’ d'équation 4X? — (Y? + 4Y)X + Y2 On

CAL - Chapitre 2 - Corrigés - juin 4, 1999



voit donc que ®* induit un isomorphisme de k[C’] sur k[C]. Cela signifie que si
f e k[C], il existe un unique f' € k[C’] tel que pour tout P := (a, b) € C, on ait
fla,b) =f(a,a+ b — ab). Il existe donc F et G € k[T] uniques tels que f(P) =
Fla+b—ab)a+G(a+b—ab).

2.6.1. On sait que C = (OX) U (OY) et que les droites (OX) et (OY) sont
irréductibles. Il est clair qu'aucune de ces droites n'est contenue dans l'autre.

Ce sont donc les composantes irréductibles de C.

2.6.2. Ce sont les axes des coordonnées (OX) et (OY) ainsi que la diagonale

principale A d'équation X =Y,
2.6.3. Ce sont les trois axes des coordonnées dans 1'espace.

2.6.6. On sait que C et (OZ) sont des ensembles algébriques irréductibles et
ceux ci sont bien contenus dans V. De plus, C et (OZ) ne sont pas contenus 1'un
dans l'autre car ces ensembles sont infinis et leur intersection est réduite a

l'origine. Il nous reste a montrer que V< C U (0OZ). Soit P := (a, b, ¢c) € V, on a

a® = be et b2 = ac si bien que (ab)c? = (be) (ac) = a®b?= (ab)(a?b). Si ab = 0, on

a ¢ = a?b si bien que P e C. Sinon, on a nécessairement a = b =0 et P € (0Z).

2.6.9. i) Puisque les racines dans C du polynome X2 + 1 sont distinctes, ce
polynoéme n'est pas un carré dans C[X]. Il en résulte que F' n' a pas de racines

dans C(X). Puisque F est de degré 2 en Y, ce polynome est nécessairement
irréductible dans C(X)[Y].

On voit donc que si F' = F,F, dans CIX, Y], alors F, (ou F,) € C[X]. En
faisant Y = 0, on voit que F'; divise (X? — 1)2 et il en résulte que F ; divise (X2 +
1)Y2. Puisque F, et Y sont premiers entre eux, on en déduit que F'; divise X2 +1.

Si A # —1, alors les polynémes X? — 1 et X2 + 1 n'ont pas de racine
commune et sont donc premiers entre eux. Le polynome F,;est donc
nécessairement constant. On voit donc que F' est irréductible. Puisque C est

algébriquement clos, la courbe C est irréductible.

Sia=-1,alors F= X - )X +1)X2+Y2+1) et le polynome X2 + Y2 + 1
est irréductible car Y? + 1 n'est pas un carré dans C[Y]. Puisque C est

algébriquement clos, les composantes irréductibles de C sont donc les droites
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d'équations X = +i et la conique d'équation X? + Y? + 1 = 0.

ii) Puisque dans IR, une somme de carrés est nulle si et seulement si tous
les termes sont nuls, on a C = V(Y, X2 — 1). On voit donc que si A > 0, alors C est
réduite aux deux points de coordonnées (0, +V1), si A = 0, alors C est réduite a
l'origine O et si A < 0, alors C = @.

iii) On a F = G* avec G := (X — 1)Y + X% — L et donc C = V(G). Si G = G,G,,
alors G (ou G,) divise X2 - letX-—1.

Si A # 1, alors les polynémes X2 — A et X + 1 sont premiers entre eux et il en

résulte que (; est constant. On voit donc dans ce cas, que F est irréductible. De

plus, si t # 1, alors le point de coordonnés ( t) appartient a C. Il en

) e . (t+1)2%’
résulte que C est infinie et donc irréductible.

Enfin,siA=1,onaG=(X-1)(X+Y - 1). Les composantes irréductibles
de C sont donc les droites d'équations X =1et X + Y = 1.

2.6.10. Puisque F := X* — Y* — AX3 + XY? est somme de deux polynomes
homogéenes de degrés 3 et 4, ce polynome est irréductible si et seulement si les
polynémes X* — Y* et —AX?2 + XY? sont premiers entre eux. La décomposition de

X* — Y* en facteurs irréductibles est
X' Y'=-(Y+X) (Y -X) (Y +iX) (Y - iX)
et celle de — 1X3 + XY? est
X+ XY2=X(Y -2 X) (Y + VA X).

Par suite, X* — Y* — AX?2 + XY? est irréductible si et seulement si YA #+1, + i,
c'est a dire si et seulement si A = +1.

Si A = +1, la courbe est irréductible.
Sii=1,ona
F=X+Y)X-Y)X*+Y*-X),

et chacun des polynéomes X + Y, X — Y, X? + Y2 — X est irréductible : c'est clair
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pour les deux premiers. Pour le dernier cela résulte de 1'application du méme
critere que précédemment. Puisque £kest algébriquement clos, cette
décomposition en facteurs irréductibles correspond a la décomposition de C en

composantes irréductibles. On a donc, si car k # 2,
C=VX+Y)UuVX-Y)uV(X2+Y2-X).

Si A =— 1, on montre de méme que la décomposition de C en composantes
irréductibles est, lorsque car k # 2,

C=VX+iY)UVX-iY)uV(X2-Y2+X).
Enfin, sicar k=2et A =1, on trouvequeC=V(X-Y ) U VX2 -Y?+X).

2.6.11. Soit, pour i = 1 ou 2, C;, une composante irréductible de C. Alors, la
projection x; : C; — A est injective et cela implique, comme nous 'avons déja
vu que x(C;) est un ouvert non vide de A!. Puisque A! est irréductible, x(C )N
x(C,) est nécessairement un ouvert non vide donc un ensemble infini. Puisque
x est injective, C; N C, est aussi infini. Puisque, pour i = 1 ou 2, C,; est
irréductible, on doit donc avoir C; = C,. Cela montre que C est irréductible. On
a donc I(C) = (F') avec F irréductible et on peut écrire F' := Fde + Fd_le_l +..
.+FyavecF,, ... ,F ;e C[X] et F;# 0. Puisque x est injective sur C, on a d > 0.
Sia¢V(F,),le polynome Fd(a)Yd + ...+ Fy(a) a au moins une racine b dans C
et donc P := (a, b) € C. Puisque x est injective, b est unique et on a donc Fd(a)Yd
+...+Fyla) =F (a)(Y - 5)2. On en déduit que F; ,(a) = —F;(a)db, c'est a
dire que P est sur la courbe d'équation dF;Y — F,; ; = 0. Puisque F; = 0, le
complémentaire de V(F ;) est infini. On voit donc que Cet la courbe d'équation
dF)Y — F;, ; = 0,ont une infinité de points communs. Puisque C est
irréductible, elle est contenue dans la courbe d'équation dF;Y — F, ;. Cela
implique que dF ;Y — F; ; € I(C) et donc que F divise dF ;Y — F; | si bien que d
< 1. On voit donc que F est de degré 1 enY.

Si g, h € k[C] sont telles que f=g/h,ona hy? — gx=0. Il suit que si g et &
se prolongent en G et H € k[X, Y1, il existe K € k[X, Y] tel que HY? — GX = (X* —
Y4 - 1X2 + XY?)K. On voit donc que H(O)Y?2 = 0. On a donc A(0) = 0 et £ n'est

pas réguliere en O. Par contre, on a
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2 2
_Yy Xy
SA-f= "

X X x

ce qui montre que f (1 — f) est réguliére en O.

2
-1
2.75.0na f, = —3x% + 1,f§ = 2y et donc ¢t = 3x2y si bien que ¢ est réguliere

sur C,. Il suit que u et v sont aussi régulieres.

3 3

2.7.6. Puisque v’ =% —x et y2=x® —x,onay? —y> = (x® —x') — (2> — x) =

(x® —x3) —(x' —x) = (22 + xx' + 22— 1)(x’ — x). On a donc bien

Zxx +x%-1  y'—y

y+y X —X

2.7.8. 11 suffit de remarquer que si b # 0, alors r(a, b, a, b) =t(a, b).

2.83.0nalU = D(T4 — 1) et donc

F

F(U) = k[T](T4—1) = { m’

F e k[T], n e N}.

2.8.4. Puisque k[X] est factoriel, on peut écrire R = F/G avec F et G € k[X]
premiers entre eux. Si a € U, on a donc G(a)R(a) — F(a) = 0, c'est a dire
P :=(a, R(a)) € V(GY — F). On voit donc que E c V(GY — F). Pour conclure, il
suffit de montrer que la courbe d'équation GY = F est irréductible et que E est
infini. Puisque U est un ouvert non vide, U est infini et il en va donc de méme
de E. Il nous reste donc a vérifier que V(GY — F) est irréductible : Si GY — F =
H,H,, alors H, (ou H,) € k[X] et donc H, divise F, ce qui implique que H, divise
G. Puisque F et G sont premiers entre eux, H; est nécessairement constant.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 3 - COURS

Courbes algébriques planes

On fixe un corps de base algébriquement clos k.
3.1. Théoréeme des zéros de Hilbert

3.1.1. Proposition Si V est un ensemble algébrique affine sur %, les idéaux

maximaux de k£[V] sont les idéaux de la forme I,,(P) ou P est un point de V.

Si m est un idéal maximal de £[V], alors £[V]/m est a la fois un corps et une
k-algebre de type fini. Il résulte alors du Nullstellensatz algébrique que £[V]/m
est une extension finie de % et donc isomorphe a k car k est algébriquement clos.
Or nous avons vu que cette condition est nécessaire et suffisante pour que m soit
de la forme I,(P).

Corollaire Si I est un idéal propre de k[ V], alors V(I) = O.

L'idéal I est contenu dans un idéal maximal, qui est nécessairement de la
forme I,(P) et on a donc {P} = V(I,(P)) c V(I).

3.1.2. Théoreme (Nullstellensatz) Si V est un ensemble algébrique affine sur %
et I un idéal de k[ V], alors I},(V(I)) = VT .

Corollaire Si V est irréductible et g € k[ V], alors I'(D(g)) = k[V]g = {h/g", h e
k[V]}.

Démonstration du théoréeme et de son corollaire : Dans le cas ou g =1, le
corollaire nous dit que toute fonction réguliere sur V est polynomiale. Ceci se
vérifie aisément : 1'ensemble des poles de f € k(V) est V(I f) oul = {h eklV], fh
€ k[V]}. Si f est réguliére sur V, alors V(If) =@ etdoncle If si bien que f €
kIV].

Nous allons maintenant démontrer le théoréme et son corollaire lorsque V =
A". Nous savons que si G € k[X;, ..., X ], la projection p : A" — 5 A" induit
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une immersion ouverte j : W := V(GX, ; — 1) = A". En particulier, j* induit
un isomorphisme entre I'(D(G)) et I'(W) = E[W]. On voit donc que I'(D(G)) =
{FXy,...,X,, VG),FeklX,,...,X, 1} ={F/G*,F e kIX,, ..., X,]}. Plus gé-
néralement, si I est un idéal de k[X;, . .., X, ], alors j* induit un isomorphisme
entre {F/G?, F e I} et j*(DE[W]. Si V(j*(I)) = @, il existe P € W tel que j(P) €
V(I). Puisque j(P) € U,on a G(j(P)) # 0 et doncG ¢ I(V(I)). On voit donc que,
réciproquement, si G € I(V(I)), alors V(j*(I)) = @ et donc 1 € j*(I)k[W] si bien
que 1 = F/G" avec F € I, c'est a dire G" € I. On a donc I(V(I)) c AT et l'inclusion
inverse est triviale.

Démontrons maintenant le théoréme et son corollaire dans le cas général :
sii:V c—— A" est I'inclusion canonique, alors tout idéal de £[V] est de la forme
i*(I) oul est unidéal de k[X;, ..., X, ]. On sait alors que I},(V(i*(I))) est I'image
de I(V(I)) et que \/i*(I) est limage de I . On a donc bien I,,(V(I)) = I. Enfin,
comme '’ensemble des podles de f € k(V) est V(If), on voit que f € I'(D(g)) ssi
V(If) cV(g)ssige I(V(If)) ssighe If ssi f = h/g" avec h € k[V]. On a donc bien
I'(D(g)) = k[V]g.

3.1.3. Nous démontrons ci dessous quelques conséquences du théoréeme des zéros
de Hilbert.

Corollaire Si V est un ensemble algébrique affine, les applications S —— V(S)
et E —— I,(E) induisent des bijections réciproques entre les sous-ensembles al-
gébriques (resp. les sous-ensembles algébriques irréductibles, resp. les points) de

V et les idéaux radicaux (resp. les idéaux premiers, resp. les idéaux maximaux)

de k[ V].

Si W est un sous-ensemble algébrique de V, alors I = I;,(W) est un idéal ra-
dical et W = V(I,(W)). Réciproquement, si I est un idéal radical de £[V], alors W
:= V(I) est un sous-ensemble algébrique de Vet I =1,(V(I)). De plus, I est pre-
mier (resp. maximal) si et seulement si W est irréductible (resp. réduit a un
point).

Corollaire (Nullstellensatz projectif) Si I est un idéal gradué de k[X], . . .,
X, .11, alors Vp(I) = () si et seulement si il existe N tel que lev, - ,XIXH el
Sinon, on a I(V, (1)) =T .

On a
V(D =0ssi V) c {0} =V(Xy,..., X, ;)
V(D=@ssiX, ..., X, el(V(D))=AI.
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Sinon, on a I(V,,(I)) =I(C(V (1)) =I(V(I)) =+TI.

Corollaire Les applications S —— Vp(S ) et A —— I(A) induisent des bijections
réciproques entre les sous-ensembles algébriques (resp. les sous-ensembles algé-
briques irréductibles) de IP" et les idéaux radicaux (resp. les idéaux premiers)

homogenes, autres que (X, ..., X, ), de k[X;,..., X ;I

Si V est un sous-ensemble algébrique de IP", alors I := I(V) est un idéal ra-
dical homogeéne, V = Vp(I (V)etl # (Xy,...,X, ;). Réciproquement, si I est un
idéal radical homogéne distincts de (X, ..., X, ;) de k[X;,...,X ], alors V=
Vp(I ) est un sous-ensemble algébrique de IP" et I =1 (Vp(I )). De plus, I est pre-
mier si et seulement si V est irréductible.

Corollaire Si Vest une hypersurface (affine ou projective) d'équation F = 0, les
composantes irréductibles de V sont les hypersurfaces définies par les facteurs
irréductibles de F.

SiF=Fp...Fmn estladécomposition de F' en produit de facteurs irréduc-
tibles, on a V(F) = V(F,) u... U V(F, ). Les V(F,) sont irréductibles et ne sont
pas contenus les uns dans les autres car les idéaux (F',) sont premiers et ne sont
pas contenus les uns dans les autres. Le méme raisonement marche dans le cas

projectif.
3.2. Multiplicité en un point d'une courbe plane irréductible.

3.2.1. Lemme Soit V un ensemble algébrique affine et P, ..., P, ¢ V.Il existe
alors F' € I(V) tel que F(Pj) =lpourtout j=1,...,r.

Traitons d’abord le cas r = 1 : Comme V est algébrique, il est clair que si P ¢
V, il existe F € I(V) avec F(P) # 0. Quitte a multiplier F par une constante, on
peut supposer que F(P) = 1. En général, on peut appliquer ¢a a chaque P, et donc

trouver F; € I(V) avec F,(P;) = 1. D’autre part, comme {P, ..., P, |, P, ...,
P} est un ensemble fini et donc algébrique et que 'on peut supposer Py, ..., P,
tous distincts, on voit qu'il existe G; e [(Py, ..., P, {,P; ¢, ..., P,) tel que G;(P))
=1, c’est a dire, tel que pour tout j=1,...,r, on ait Gi(Pj) :éij. I1 suffit alors de

prendre F = F,G, + ...+ F G,.
3.2.2. Proposition (local au global) Soit I un idéal de k[X;, ..., X ]. Alors,

V(I) est fini si et seulement si R[X], ..., X, /I est une k-algébre finie. Si c'est le
cas, l'application canonique
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kRIX, ..., X 1/[— I[E[V (QAn,P/I(QAn,P
est un isomorphisme.

Démonstration : On note par une lettre minuscule f 1'image d'un polynéme F €
kIX;,...,X ldans R :=k[X,,...,X VI Soient P,,...,P eV)etF,, ..., F,
€ k[X,,...,X,] tels que pour tous i, j =1, ..., r, on ait Fi(Pj):ﬁij. SiXa.,f,=0,
alors Xa,F;c I et on a donc, pour tout j =1, ..., r, a;= Zaiéijz Za k', (Pj) = 0.
Cela montre que les f; sont linéairement indépendants sur k. On en déduit que si
R est de dimension finie sur k, alors V(I) est fini. Réciproquement, si V(I) = {P,,
,P.}avecpourtouti=1,...,r,P,=(a,,...,a;),on pose pour tout j =1, ..
, I, HJ: H(XJ- - aij). On voit que pour tous i, J, Hj(Pi) = 0 si bien que pour tout
7 I—Ije I(VI)) =+T . 11 existe donc N tel que pour tout j =1, ..., n, Hﬂv €l. On
voit donc que pour tout j, thv = 0, ce qui implique que xz\y appartient au sous es-
pace de R engendré par les xJ’? pour k=1,...,Nr— 1. On en déduit que les xll"’ 1
. x,’f n avec k; < Nr forment un systéme générateur de R et donc que R est de di-

mension finie.

Montrons que si V(I) ={P,,..., P} etsipourtouti=1,...,r, onnote m,
:=I(P,), il existe pour toutd >0, E,,...,E e€klX,,...,X ]telsqueE, = 5ij
mod m‘j pour tous i, j=1,...,r: Il résulte du lemme qu'il existe F', ..., F

r
satisfaisant cette condition pour d = 1. En général, on prend E;=1 — (1 - F‘ii )<,

Montrons que 2e; = 1, que pour tout i=1,...,r,ona e% =e,etquesij#i=
1,...,r,alors ee; = 0 : Il résulte du Nullstellensatz que VI = I(P,...,P)=n
m,. Puisque k[X,, . .., X, ] est noetherien, il existe d tel que (nm, )¢ = I. Enfin,
puisque les m; sont des idéaux maximaux, on a ﬁm = (Nm, )¢. D'autre part, on a
E, = 6i . mod m pour tousi,j=1,...,r. Il suffit alors de remarquer que pour 2
=1,... ronal—ZE_(l—E)—Z Eemk,pourtoutz_l .., (1 —
E. )E emk , et pour tout j # i, EE emd

Montrons que a) pour tous Jj=1,...,rE; = 5ij mod IOA”,PJ. et b) si H €
kX, ..., X, ]esttel que H(P;) # 0, il existe S e k[X;, ..., X ]tel que hs =e;: a)
On a pour j # i, ee;= 0 et donc E~E =0 mod I(QAn dans (QAn . Puisque E,(P;)
=1+0,E;est 1nver51ble dans U pn P et on voit donc que E =0 mod 10 A"p, Pour J
# 1. Enfin, pulsque 2e,=1,onak,= ZE =1 modI(QAn b) Sia:=HP,), ona (a
~H)le m et donc (a — H)dE el,c est a dire (a — h)de = 0. Puisque A divise a?
—(a - h)d, on voit que A divise adei —(a - h)dei = adei et donc aussi e;.

Montrons enfin que l'application canonique

R— (QAn,Pl/IOAn,Pl X...X (QAn,Pr/I(QAn,Pr
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est bijective : Si F' € k[X;, ..., X ] est tel que F' I(QAn,P_ , alors il existe H;e
kRIX, ..., X, 1tel que H;(P;,) # 0 et FH,e I, c'est a dire fhl: 0. D'autre part,
comme H;(P;) # 0, on peut écrire e; = h;s;. On voit donc que si F € I(QAn’P' pour
tout i = 1, . .., r, alors f = f(Ze;) = Xfe, = Xfh;s;= 0. Cela montrle que
l'application est injective et il reste a vérifier qu'elle est surjective : Donnons
nous, pouri=1,...,r, G/H; e (QAn)P'. On a alors H,(P,) #0 si bien qu'il existe
S;e klX,,...,X 1tel que e, = h;s; et donc E;,=HS; mod IUpnp dans OUpn p. Si
on pose F := XG,SE,, on a bien F = 3G;S E; = G;S,= G/H; mod I p. l

i

3.2.3. Théoreme Si C est une courbe irréductible plane et P un point de C, il
existe un (unique) entier m tel que dim, m; P/mg}l = m pour n > m. Si C est af-

fine, I(C) = (F) et P = O, alors m= val(F).

Démonstration : On sait que si ® est un changement de coordonnées, alors OC,P
= Ug(c).o(p) et que siC est affine, alors U p = U+ p. On peut donc supposer que C
est affine et que P = O. 1l s'agit de montrer que si I(C) = (F), m = val(F) et n >
m, alors dim, m; O/mgfol =m.

Si G € k|X, Y], on a par définition F'G € (X, Y)" si et seulement si val(FG) >
n. Puisque val(FG) = val(F) + val(G), cette derniére condition est équivalente a
val(G) > n — m, c'est a dire G € (X, Y)"™. On voit donc que le noyau de 1'applica-
tion linéaire composée de la multiplication par F sur k[X, Y] et de la projection
RIX, Y] —E[X, Y]/(X,Y)" est (X, Y)" ™. On a donc une suite exacte courte

00— kX, YI/X, V)" " — kX, YI/(X, V)" — kX, YI/((X, )"+ (F)) —> 0

D'autre part, puisque V((X, Y)" + (F)) ={O},on a
RIX, YI/((X, Y)"+ (F) =Up2 o/ (X, Y)"+ (F))Up2
RIX, YI/((X, Y)"+ (F) =0p o/ (x, )"0
RIX, YI/((X, Y)"+ (F) =Uc o/M¢ o
On vérifie aisément que dim,, k[X, Y1/(X, Y)" = n(n+1)/2 et on en déduit que

dim,, (QC,O/mg o=nm— m(m—1)/2

On conclut grace a la suite exacte

n n+1 n+1 " n
0—> mg /miyg — UM g — Op g o— 0.

3.2.4. Définition On dit que mp(C) := m est la multiplicité de Cen P. Si P ¢ C,
on pose mp(C) = 0.

3.3. Diviseurs dans le plan
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3.3.1. Définitions Le groupe des diviseurs du plan (affine ou projectif) est le

groupe abelien libre sur les courbes irréductibles. Si C = X e,C,,

on dit que C; est
une composante de multiplicité e; dans C. Si e; = 1, on dit que C,; est une compo-
sante simple. On dit que C est effectif si les e; sont positifs (ou nuls) et non tous
nuls. Si C est un diviseur de P2, la partie affine de C est C.=XeC,.SiCestun

A A
diviseur de A2 la fermeture projective de C est C* =3, e,C .

e Si C et D sont deux diviseurs de IP?, alors (C + D), =C +D, etsiCetD sont
deux diviseurs de A2, alors (C + D)*= C*+ D* : Clair.

e Si C est un diviseur de A2, on a C = (C*),. De méme, si C est un diviseur de P2
et si la droite a 1'infini n'est pas une composante de C, alors C = (C,)* : Résulte

par additivité du cas irréductible.

3.3.2. Définition Si ® est un changement de coordonnées et C := X e,C; est un
diviseur, on pose ®1(C) =Y eid)_l(Ci).

e On a toujours ®1(C + D) = dLC) + dLD) : Clair.

3.3.3. Définition Si C := X ¢,C,; est un diviseur effectif et P un point du plan, la
multiplicité de C en P est mp(C) =X e;mp(C)).

® On a toujours mp(C + D) = mp(C) + mp(D) : Clair.

* Si P est un point d'un diviseur effectif C du plan affine, alors my(C) = mp(C*) :

Par additivité, on peut supposer C est irréductible et on sait alors que O, p =

O p

® Si ® est un changement de coordonnées et C un diviseur effectif, alors m (O~
L)) = mgp)(C) : Par additivité, on peut supposer que C est irréductible et on
sait alors que Up ¢,p) = Ugs1 () p-

3.3.4. Définition Si F' = [] F? i est la décomposition d'un polynéme (homogeéne,
dans le cas projectif) non constant en produit de facteurs irréductibles, on dit que

[F] =2 e;V(F;) est le diviseur de F.

¢ Les diviseurs effectifs sont les diviseurs des polynémes (homogenes, dans le cas
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projectif) non constants : Cela résulte du cas irréductible.

¢ On a toujours [FG] = [F] + [G] : SiF:HFfiethl_[FJ;i, alors FG =1 F}
i*fi et on a donc [FG] =, (e;+ fIVIF)=2e,V(F,) + X f,V(F,) =F] + [GI.

* On a toujours [F] = [F_] et [F]* = [F*] : Résulte de l'additivité des
applications qui interviennent car le résultat est déja connu dans le cas

irréductible.

e Si ® est un changement de coordonnées, alors @ 1([F]) = [®*(F)] : Par additi-
vité, il suffit de rappeler que @ LH(V(F)) = V(®*(F)).

* Si C est le diviseur de F € k[X, Y], alors m,(C) = val(F) : On procede par ré-
currence sur le degré de F. Si F est irréductible, on connait déja le résultat.
Sinon, on écrit F' = GH avec G et H de plus bas degrés si bien que C = [GH] =
[G] + [H], et on a m,(C) = mo(IG] + [H1) = mp(G) + mo(H)= val(G) + val(H)
=val(F).

3.3.5. DéfinitionSi C = [F'] avec F' de degré n, on dit que C est un diviseur ef-
fectif de degreé n.

¢ Si C et D sont deux diviseurs du plan, on a deg (C + D)=deg C + deg D : On a
[FG] = [F] + [G] et deg FG = degF + deg G.

* On a toujours deg C*= deg C et deg C_ = deg C— m ou m est la multiplicité de
la droite a 1'infini dans C : Résulte par additivité du cas irréductible. Si I(C) =
(F), alors I(C*) =I(C)*= (F)*= (F*) et deg F* = deg F. De plus, si C est une
courbe projective plane infinie irréductible autre que la droite a l'infini, alors deg
C,=degCcar (C)*=C.

e Si ® est un changement de coordonnées, alors deg ®1(C) = deg C : Résulte par
additivité du cas irréductible : on a ®1(C) = V(®*(F)) (ou &~ 1(C) = Vp(CI)* (F)))
et deg ®*(F) =degF.

3.4. Points singuliers et non singuliers

3.4.1. Définition Soit C un diviseur effectif. On dit que P appartient a C si
mp(C) > 0, que P est singulier si mp(C) > 1 et que P est non singulier si mp(C) =
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1. Enfin, on dit que C est non singulier si tous les points de C sont non singuliers.

e Si C est le diviseur de F, on a P € C si et seulement si F'(P) = 0 : Par définition,
si F = ]I FY i est la décomposition de F, dire que P e C signifie qu'il existe i tel que
F,(P) = 0 ce qui équivaut encore a dire que F(P) = [[ F;(P)% = 0.

¢ Un point P du plan affine est un point singulier de C si et seulement si P est un

point singulier de C* : Clair.

e Si @ est un changement de coordonnées, alors P est un point singulier de ®~

L(C) si et seulement si ®(P) est un point singulier de C.

e Si C est le diviseur de F € k[X, Y], alors O est un point non singulier de C si et

seulement si val(F') =1 : Clair.

34.2.5i®:=[F,,...,F,]: A" —— A" est une application polynomiale, on note
' = [dFi/XJ.] eM, (kLX) ..., X, ).

* Si @ est une application affine, alors @’ est la matrice [D] e Mn,m(k) de® . En
particulier, @' = 1 si ® est une translation : Si ® = (¥ clej +d;..., X cijj +
d, ), alors [(3 1= [Cij] et on a bien aussi @’ = [Cij] = [CT) 1.

e Si¥: A" —— A est une autre application polynomiale, on a (¥ o ®)' =
O*(Y').d" avec *(VY') := [D* (dGi/de)] si¥:=[Gy,...,G,]:On sait que pour
tout i =1, ..., re j=1, ... ., m,onadGi(Fl,...,Fn)/dez
% (dG/dX,)(Fy, ..., F)) .dFk/de.

* SiFeklX,,..., X, ], alors ®*(F) = ®*(F').®" avec ®*(F") := [D*(dF/X;)] : On
aQ (F)' =Fo®) =F (D)D" et F'(P) = [dFIX(Q)] = [Q*(dFIX;)] = O*(F").

3.4.3. Proposition Un point P du diviseur de F' est singulier si et seulement si
F'(P) =0.

Démonstration : On a vu que si @ est une application polynomiale, alors ®*(F')’
= O (F').®’ et il suit que ®*(F)'(P) = ®*(F')(P).®'(P) = F'(®(P)).®'(P). En
particulier, on voit que si ®'(P) est inversible et F'(®(P)) = 0, alors ®*(F)'(P) =
0. Il suit que la condition est invariante par changement de coordonnées et on
peut donc supposer que P = O. D'autre part, si F € k[X, Y, Z] est homogeéne de
degré r, on dispose de la formule d'Euler : XdF/dX + YdF/dY + ZdF/dZ = rF et on
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sait que (dF/dX) = (dF /dX) et (dF/dY) = (dF /dY). On en déduit que F'(P) =0
si et seulement si (F,)'(P) = 0. On peut donc supposer que C est affine et on a
alors F = dF/dX(0)X + dF/dY(0)Y mod (X, Y)2. On sait que C est singuliére en

O si et seulement si val(F') > 1, et on voit que cette condition est équivalente a
dire que dF/dX(0) = dF/dY(O) = 0.

Corollaire Si C n'a pas de composante multiple, I'ensemble des points singuliers
de C est fini.

Puisque deux courbes irréductibles distinctes se rencontrent en un nombre
fini de points, on peut supposer que C est irréductible. Supposons que C ait un
nombre infini de points singuliers et posons I(C) = : (F). L'ensemble V(F,
dF/dX) étant infini et F'irréductible, F divise dF/dX. Pour des raisons de degrés,
on doit donc avoir dF/dX = 0. De méme, on doit avoir dF/dY (= dF/dZ, dans le
cas projectif) = 0. On en déduit que % est de caractéristique p # 0 et que F = GP,
ce qui contredit I'hypotheése que C est irréductible.

3.4.4. La notion de valuation discrete est bien pratique pour étudier les points

non singuliers :

¢ Une courbe irréductible C est non singuliére en un point P si et seulement si
(QC,P est un anneau de valuation discréte : On sait que (QC,P est un anneau local
integre noetherien d'idéal maximal mg, p et de corps résiduel k. Un tel anneau est
un anneau de valuation discrete si et seulement si dim,, mC,P/mg,P =1

¢ Soit P un point non singulier d'une courbe irréductible C et Ve p la valuation
associée. Alors, pour tout f € k(C), on a

ve,p(f) <0 ssiPestun pole de f ssifeUcp

vep(f) > 0ssi festréguliereen P ssifeCUgp

vep(f) =0 ssi f est réguliere en P et f(P) # 0 ssife(; p

v p(f) > 1ssi P est un zéro de f ssifemgp

¢ Soit P un point non singulier d'une courbe irréductible C et f € (QC’P. Alors
vC’P(f) >nssi femg P On a aussi Uc,P(f)z dim, (QC,P/(f).

e SiDestlaxedesXetsiF ek[X]c (QD,O, alors vD,O(F) = val(F) : En effet, on
sait que vy, o(F) > n si et seulement si F € my 0= X”(QD’O. Mais dire que F €
X"(QD’O signifie qu'il existe G € k[X] avec G(P) # 0 tel que FG € (X") c k[X], c'est
a dire avec val(G) = 0 et val(F) = val(F) + val(G) = val(FG) > n.
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3.5. Tangentes, points d'inflexions

3.5.1. Définition Soient C et D les diviseurs de F' et G et P un point du plan.

Alors, la multiplicité d'intersection de C et D en P est
I(C, D; P) :=dim), Op2p/(F, G)
dans le cas affine et
I(C, D; P) := dim, Oz p/(FILY€", G/L9*G),

L étant une forme linéaire telle que L(P) = 0, dans le cas projectif.

e Cette définition a bien un sens : Si M est une autre forme linéaire telle que
M(P) # 0, alors F/M8F = (L/M)%eFF/L%8F ot G/M8C = (L/M)?8GG/L48C . On
voit donc que dans la définition de I, 1'idéal (F/L4EF G/L°8C) ne dépend pas du
choix de L.

¢ Si ® est un changement de coordonnées, alors (o 1O, (I)_l(D); P)=I(C, D,
®(P)) : Dans le cas projectif, par exemple, on sait qu'un changement de coordon-

nées induit un automorphisme de (QIP2,P et il suffit donc de remarquer que
O5(F/ILY) = @*(F)/@*(L)? et que ®*(L) est une forme linéaire tel que ®*(L) (P) =
0 car L(®(P)) = 0.

® Si P est un point du plan affine, on a I(C, D; P) = I(C_, D ; P) : On sait que
l'application ' —— F'_, fournit un isomorphisme F' = G/H — F_= G /H , OIP2,P

=0 A2P- On a donc un isomorphisme

Opzp/ (FIZYEF, GIZYE%) =5 O g2/ (F,, G.).

¢ Si D est une courbe affine irréductible non singuliere en P, si C est le diviseur
de F et si f est la restriction de F a D, alors I(C, D; P) = vD,P(f) : En effet, on a
vu que

(QAQ’P/(F, G) = ((QN,P/G)/F(ON’P/G) = (QD’P/f.
et on sait que vD,P(f) = dimk(QD,P/f.
3.5.2. Définition Si I(C, D; P) > mp(C)mp(D), on dit que les diviseurs C et D

sont tangents en P. Les tangentes a C en un point P sont les droites tangentes a C
en P. On dit que P est un point ordinaire de C si le nombre de tangentes a C en P
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est mP(C).

¢ Si ® est un changement de coordonnées et D et C tangents en ®(P), alors ®~
1(D) est tangent & ®XC) en P : On sait que les invariants I(C, D; P) et mp(C)

sont préservés par changement de coordonnées.

¢ Les diviseurs Cet D sont tangents C en un point P du plan affine si et seule-
ment si C_ et D_sont tangentes en P : On sait que I(C, D; P) =I(C_, D_; P) et que
mp(C) =mp(C,).

3.5.3. Proposition Si F', est la composante homogene de plus bas degré de F'
k[X, Y], alors les tangentes au diviseur de F' en O sont les composantes du divi-

seur de Fm.

Démonstration : Soit D une droite passant par O. Nous voulons montrer que le
diviseur C de F' et la droite D sont tangents en O si et seulement si D est une
composante du diviseur de F', . On a m,(D) = 1, m,(C) = degF, = val(F). De
plus, quitte a faire un changement de coordonnées, on peut supposer que D est
l'axe des X si bien que I(C, D; P) = vD’O(F(X, 0)) = val(F(X, 0)). On voit donc
que C et D sont tangentes en O si et seulement si val(F(X, 0)) > val(F), ce qui
signifie bien que Y divise F', .

3.5.4. Proposition Si P est un point non singulier du diviseur C de F, alors, la
tangente a C en P est la droite d'équation

dF dF

xP) X -a) +75(P)(Y -b) =0,
si P := (a, b) dans le cas affine, et

dF dF dF

W(P) X+ W(P) Y+ %(P) Z=0
dans le cas projectif.

Démonstration : Cas affine : Si P = O, on sait que la tangente a C en P est le di-
viseur de la composante homogéne de degré 1 de F, c'est a dire_)de E(O)X +
W(O) Y. En général, on considgzl]%g la translatior& Ig) de vecteur OP . Si D est la
droite d'équation L = 0 avec L = E(P) X—-a) +W(P)(Y —b) , alors @ 1(D) est
la droite d'équation ®*(L) = 0. Puisque ® est une translation, on a ®*(F)'(0) =
qzl*(F')(O) = F'(®(0)) = F'(P) et on voit donc que ®*(L) = 75(®*(F))(0) X +
Z7(@*(F))(0) Y. Cela montre que ®1(D) est la tangente & ®~XC) en O.

Puisque les tangentes sont conservées par changement de coordonnées, D est
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bien la tangente a C en 0.

Cas projectif : Quitte a échanger X ou Y avec Z, on peut supposer que P € C,.
On sait que si F est de degré r, alors XdF/dX + YdF/dY + ZdF/dZ = rF. 1l suit
que si P = (a, b), alors adF/dX(a, b, 1) + bdF/dY(a, b, 1) + dF/dZ(a, b, 1) =0 et

on a donc
dF, dF, dF dF
d—X(P)(X— a) +d—Y(P)(Y— b) :d_X(a” b, )X -a) +d_Y(a’ b, (Y -0b)
dF dF dF
=73, b, 1) X+ 73(a, b, 1) Y + 77(a, b, 1) .
On voit donc que si D est la droite d'équation
dF dF dF
E(a, b, 1) X+W(a, b, 1) Y—I—%(a, b,1) Z=0,

alors D_ est la tangente a C en P. Il suit que D est bien la tangente a C en P.

3.5.5. Définition Soient C un diviseur effectif, P un point non singulier de C et A
la tangente a C en P. On dit que P est un point d'inflexion de C si I(C, A; P) > 2.

e Soit ® un changement de coordonnées, C un diviseur du plan et P un point du
plan. Alors, P est un point d'inflexion de ®1(C) si et seulement si ®(P) est un
point d'inflexion de C : Clair.

* Un point P du plan affine est un point d'inflexion de C_ si et seulement si P est
un point d'inflexion de C : Clair.

* SiCestlediviseurde F =F,;+ ...+ F;=0 avec F;, homogene de degré i et F'; #
0. Alors, O est un point d'inflexion de C si et seulement si F; divise F, : On peut
supposer que la tangente a C est 1'axe des X et donc que F'; =Y. Dans ce cas, O
est un point d'inflexion si et seulement si val F(X, 0) > 2, ce qui signifie que
Fy(X, 0) =0 et donc que Y divise F,.

3.5.6. Définition Si F € k[X|, ..., X ], le hessien de F est Hess(F) = det(F").

e Si @ est un changement de coordonnées affines, alors Hess(®*(F)) =
(det®)2®* (Hess(F)) : On sait que ®*(F)" = O*(F')D’ et on en déduit que ®*(F)”
= O (F')'® = (O*(F")®')®'. On a donc Hess(®(F)) = detd*(F)" =
det®* (F")det®? = & (detF") (det®)? = (det®)?d* (Hess(F)).

3.5.7. Proposition (Car k # 2) Soit C un diviseur effectif du plan projectif ne
contenant pas de droite. Supposons que C soit le diviseur de F et soit H le
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hessien de F. Alors, un point non singulier P de C est un point d'inflexion si et
seulement si H(P) = 0.

Démonstration : On peut supposer que P = O et que la tangente a C en O est
l'axe des X. On peut donc écrire F, = Y + aX* + bXY + cY? mod (X, Y)? si bien
que

F"(0O) = Erreur! ) .

On a donc H(O) = —2a et on sait que O est un point d'inflexion si et seulement si
a=0.

3.6. Multiplicité d'intersection

3.6.1. Proposition (i) On a I(C, D; P) # 0 si et seulement siPe C et P e D.

(i1) On a I(C, D; P) = oo si et seulement si C et D ont une composante com-

mune passant par P.
(iii)OnaI(C,D +E;P)=I1(C,D; P) +I1(C, E; P).

Démonstration : Il suffit de traiter le cas affine et on écrit C = [F], D = [G] et
E =[H].

On aI(C, D; P) = 0 si et seulement si (F, G) = (QAZ,P, c'est a dire s'il existe A,
B € k[X, Y] tels que (AF + BG)(P) # 0 et cela implique que F(P) # 0 ouG(P) #
0, c'est a dire que P ¢ C ou P ¢ D. Réciproquement, si pour tout A, B € k[X, Y], on
a(AF + BG)(P) = 0, il est clair que F(P) = G(P) = 0. L'assertion i) est donc dé-
montrée.

On démontre ensuite iii) dans le casou P ¢ E : Si H(P) # 0, alors (F, GH) =
(F, @) c OA%P et on a donc bien I(C,D + E; P) =1(C, D; P).

On démontre maintenant l'assertion ii) : Grace a i) et au cas particulier de
iii) que nous venons de traiter, on peut supposer que toutes les composantes de C
et de D passent par P. Si C et D n'ont pas de composante commune, alors V(F, G)
est fini, si bien que dimk[X, Y]/(F, G) < cc. On voit donc que (QAQ’P/(F, G) qui
est un facteur de k[X, Y1/(F, G) est de dimension finie. Réciproquement, si C et
D ont une composante irréductible commune E passant par P, on écrit I(E) =
(H) si bien que E = V(H) et R[E] = k[X, Y]/(H). Puisqu'une courbe plane est in-
finie, on a dim, k[E] = co. Puisque (QE,P D k[E], on en déduit que dikaE,P = 0.
Enfin, on a OAQ,P/(H) = OE,P et (F, G) c (H) sibien que I(C, D; P) > dim,, OE’P.

Enfin, on démontre 1'assertion iii) : Grace au cas particulier déja traité et a

(ii), on peut supposer que C et D n'ont pas de composante en commun. Montrons
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que le noyau de l'application composée de la multiplication par G sur ¢/ azp et de
la surjection canonique (/ AZp— @ /AZ,P/ (F, GH) n'est autre que(F, H)( AZP- On
a bien G(F, H) c (F, GH). Réciproquement, si C/S, A/S et B/S € ( AP sont tels
que G(C/S) = (A/S)F + (B/S)GH alors AF = G(C — BH). Puisque F et G n'ont
pas de facteur commun, F divise C — BH et on peut donc écrire C — BH = DF si
bien que C/S = (D/S)F + (B/S)H € (F, H). On dispose donc d'une suite exacte

courte
0— (QA%P/(F, H) — OAZ,P/(F, GH) — (QAQ,P/(F, G)— 0,

d'ou la formule.

3.6.2. Théoréme On a toujours I(C, D; P) > mp(C)mp(D). De plus, C et D sont

tangentes en P si et seulement si C et D ont une tangente commune en P.

Démonstration : On peut supposer que P = O et que C et D sont des courbes af-
fines sans composante commune dont toutes les composantes passent par O. On
pose m = val(F) et n = val(G) et on note F, et G, les composantes homogénes de
plus bas degré de F et G.

Sival(A) > n alors val(AF) > m + n et si val(B) > m alors val(BG) > m + n.
On voit donc que l'application linéaire (A, B) —— AF + BG, kI[X, Y] @ k[X, Y]
—— k[X, Y] induit une application linéaire

EIX,YI/X,Y)"®EIX, YI/(X,Y)"— kX, YI/(X, Y)™".

Si cette application n'est pas injective, il existe A tel que val(A) < n (ouB tel que
val(B) < m) et val(AF + BG) > m + n. On a donc val(AF + BG) > val(AF). En
notant A ; et B, les parties homogénes de plus bas degré de A et B, on voit que
Ay, +B,G, =0, ou encore que A F, =—-B G,. Puisque d < n, G, ne divise pas
A, si bien que F, et G, ont un facteur commun. Il suit que C et D ont une tan-
gente en commun. Réciproquement, si la droite d'équation L est une tangente
commune a C et D en O, la partie homogene de plus bas degré de F s'écrit —LB
avec val(B) = m — 1 et celle de G s'écrit LA avec val(A) = n — 1, et on a nécessai-
rement val(AF + BG) > m + n — 1, ce qui montre que l'application n'est pas injec-
tive.
Nous disposons donc d'une suite exacte a droite

EIX, YI/X,Y)"® kX, YI/(X,Y)"— kX, YI/(X, )™
— RIX, YI/((X, V)™ + (F,G)) —> 0

et nous venons de voir que celle ci est exacte a gauche si et seulement si C et D
ont des tangentes distinctes en O. On en déduit que dim, k[X, Y1/((X, )™ +
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(F, G)) > mn avec égalité si et seulement si C et D n'ont pas de tangente en
commun.

SiV(F,G) ={0, Py, ..., P}, onsait qu'il existe H € k[X, Y] tel que H(P)) =
Opourk=1,...,set H(O) #0.Onadonc HX e I(V(F, G)) = \(F,G) et il existe
donc N tel que (HX)Y e (F, G) si bien que X~ e (F, G)(QAZ,O' De méme, on a YV e
(F, G)(QAZ,O et on voit donc que pour d > 2N, on a (X, Y)? < (F, G)OAZ,O'
Montrons par récurrence descendante que, si C et D n'ont pas de tangente en
commun, cette inclusion est vraie pour d > m + n : On écrit les parties
homogénes de plus bas degré de F' et G comme produit de formes linéaires ;. . .
L _etM, ..M, . OnposeL,=L, pouri> metMJ:anourj >n.Sid>m+ n,
alorsi>m(oud —i>n) etonadonc Ly...LM,.. M, ;= (Ly...L, )L, ;..
LM,... M, ;) =H mod F avec val(H) > d . Par récurrence, on a H € (F, G)(QAZ’O
etdoncL,...LM,... M, e (F,G)U A0 Pour conclure, il suffit donc de montrer
que si Ly, L,, .. .et M, M,, . . . sont des suites de formes linéaires telles que
aucune des M f n'est proportionnelle a I'une des L,, alors, pour tout d, les L. . .
LM,...M, forment une base de l'espace k[X, Y] ; des polynomes homogeénes de
degré d : Pour des questions de dimension, il suffit de montrer que ceux ci sont
linéairement indépendants. On procéde par récurrence sur d : Si Xo,L,. .. LM,. .
.M, ,=0,alors a)M,.. . M ;+ L XL, ..LM,. ..M, ,=0. Puisque L, ne divise
pas M,. ..M, on a nécessairement o= 0 et oL, .. LM,. ..M, . =0, ce qui
par récurrence, implique que o; = ... =, ;= 0.

Finalement, puisque V((X, Y)™" + (F, G)) = {O}, on a un isomorphisme
EIX, YI/(X, )™+ (F,G)) > Op2o/ (X, Y)™" 4+ (F, G)) qui devient lorsque C
et D n'ont pas de tangente commune, k[X, Y1/((X, )™ + (F, G)) > 0A2,O/(F’
G). On en déduit comme annoncé que I(C, D; O) > mn avec égalité si et seule-

ment si C et D n'ont pas de tangente en commun en O.
3.7. Théoreme de Bézout

3.7.1. Théoreme (de Bézout) Si C et D sont deux diviseurs effectifs du plan pro-
jectif sans composante commune, alors

; I(C,D; P) =degC.degD

Démonstration: On note avec un indice d l'espace des éléments homogénes
de degré d (ou nuls) dans une algebre graduée. On écrit C = [F], D = [G], m =
degF,n=degGetR :=FkIX, Y, Z]1/(F,G). Il est clairque sid >met A e k[X, Y,
Zl, ., alors AF e k[X,Y,Z] et quesid>netBeklX,Y, Z], ,, alors BG € k[X,
Y, Z];. On en déduit, pour tout d > m, n une application linéaire (A, B) —— AF
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+BG, kX, Y, Z],; ,, xkIX,Y,Z];, ,— kIX,Y,Z] ;. De méme,sid>m +netC
eklX, Y, Z], , ,alors CGeklX,Y,Z], et -CFecklX,Y,Z], . On définit
ainsi une application linéaire k[X, Y, Z], — kIX,Y,Z], xkIX,Y,Z], .,
C —— (CG@G, —CF) et on vérifie aisément que la suite

0 kIX,Y,Zl, ,  —kIX,Y,Zl,  xkX,Y,Zl, —kIX,Y,Zl,—>R;—0

est exacte. Puisque dim,, k[X, Y, Z] ;= d(d+1)/2 on en déduit que dim,R ;= mn
pour d > m + n.

Quitte a faire un changement de coordonnées, on peut supposer que C et D
ne se coupent pas a l'infini. Si pour un polynéme H € k[X, Y, Z], on note H_ :=
H(X,Y, 0) € k[X, Y], cette condition s'écrit Vp(Foo, G, =90c P!, ou encore
V(IF_, G,) =1{0} c A2, ce qui signifie que F_ et G n'ont pas de facteur
commun. Montrons que, si on note avec une minuscule 4 l'image de H € k[X, Y,
Z] dans R, alors la multiplication par z sur R est injective : Si H € k[X, Y, Z] est
tel que zh = 0, on peut écrire ZH = AF + BGetonadonc0=A_F_+ B_G,_.
Puisque F_ et G_ n'ont pas de facteur commun, on peut écrire B = F_C avec C
€ k[X, Y]. On a donc (A + CG)_, = 0 et on peut écrire A + CG = ZA,. De méme, on
peut écrire B — CF = ZB,, si bien que H = A;F + B;G et donc h = 0. Par
composition, on voit que pour tout r, la multiplication par z" est injective sur R.
Celle ci induit donc une application (linéaire) injective de R sur R, qui
est nécessairement un isomorphisme car ces deux espaces ont méme dimension
mn. On choisit alors Hq, . .., H, € klX, Y, Z] tels que {A;} soit une base de

R, ., eton sait qu'alors {z"h;} est une base de R, ... Montrons que les images

des H; dans R, := k[X, Y]/(F , G,) forment une base de R,. Si H € k[X, Y] est de
degré r, alors 2""™h* e R, . et on peut donc écrire 2""™h* = X a;2"h;, c'est a
dire Z"""H* = X a Z"H; + AF + BG, et onadonc H=X a.H, + A F, + B,G,. Le

Ul

systeme est donc générateur et il reste a montrer qu'il est libre : Si X o.H; = AF,

+ BG,, alors (X a;H;, )'= (AF, + BG_,)" et on peut donc écrire Z"XaH, = Z"""~
JA*F + Z™7*B*G avec j = degA et k = degB. On a donc a;2"h; = 0, ce qui
implique que tous les c; sont nuls. On voit donc que dim R, = mn et on en déduit,

puisque C et D ne se coupent pas a l'infini, que

; I(C,D;P) = ; I(C,D,;P)=dim, R = mn.

Corollaire Si C et D sont des diviseurs effectifs sans composantes en commun,
alors ; mp(C)mp(D) < degC.degD.

I1 suffit bien sur de traiter le cas projectif et on a alors

; mp(C)mp(D) < ZP‘, I(C,D; P) =degC.degD.
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Corollaire Un diviseur non singulier du plan projectif est irréductible.

On applique Bézout a deux composantes de C.

Corollaire Si C est une courbe irréductible de degré au moins deux et P et @
deux points de C, alors my(C) + mQ(C) < degC.

On applique Bézout a C et a (PQ).

Corollaire Si C est une courbe irréductible, alors
% mp(C)(mp(C) — 1)) < degC(degC —1).

I1 suffit de traiter le cas affine. De plus, quitte a échanger X avec Y, on peut
supposer que C est le diviseur de F' € k[X, Y] avec dF/dX +#0. Il suffit alors de
montrer d'une part que, si C’ est le diviseur de dF/dX, alors deg C’ < degC — 1 et
d'autre part, que pour tout P, mp(C’) > mp(C) — 1. Pour la premiere assertion, il
suffit de remarquer que degdF/dX < degF. Pour la seconde, on peut, quitte a
faire une translation, supposer que P = O et il suffit alors de remarquer que
val(dF/dX) > val(F) — 1.

Corollaire Une courbe irréductible de degré n a au plus n(n — 1)/2 points sin-

guliers.

3.7.2. Définition Le groupe des 0-cycles du plan (affine ou projectif) est le groupe
abélien libre sur les points du plan. Le degré du 0-cycle 2i, P, est d := Xi,. Un 0-
cycle Xi,P, est positif si les i, sont des entiers positifs. Si C et D sont deux divi-

seurs effectifs du plan sans composantes communes, le cycle d'intersection de C
etDestC.D:=2I(C,D;P).P.

¢ On a toujours C.D=D.Cet C.(D+E)=C.D + C.E : Clair.

e Si C et D sont deux diviseurs effectifs du plan projectif sans composantes com-

munes de degrés respectifs m et n, alors C.D est un 0-cycle positif de degré mn :
C'est Bézout.
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Exercices du chapitre II1

1. Points singuliers des courbes affines planes
1.1. Déterminer les points singuliers du diviseur de Y — X2.
1.2. Idem avec Y? — X2,

1.3. Idem avec Y? — X3 — X2,

1.4. Idem avec Y® — (X + Y?)? - 3X?Y.

1.5. Idem avec 4X?Y? — (X2 + Y?)3.

1.6. Idem avec Y3 — Y2+ X3 — X2 + 3XY? + 3X%Y + 2XY.
1.7. Idem avec X* + Y*— X2Y2.

1.8. Idem avec X? — X* — Y4,

1.9. Idem avec XY — X% — Y.

1.10. Idem avec X° — Y? - X* — Y*.

1.11. Idem avec X?Y + XY?% — X* — Y*.

1.12. Idem avec Y2 + (X? — 5) (4X* — 20X* + 25).

2. Singularités des courbes affines planes

2.1. (Car b #2) Soit F:=Y2 - X>+ X. Calculer% et 3—5 puis montrer que le di-

viseur de F' est non singulier.

2.2. (Car k # 2) Déterminer les points singuliers du diviseur de X* — Y* — AX3 +
XY?=0,1¢ek

2.3. (k=C) Idem avec X% + Y3 + 1 — 3AXY, A e k.
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2.4. (Car k #2) Idem avec Y2 — F, F € k[ X].

2.5. (Car k # 2) Montrer que l'origine est un point double de la courbe d'équation
XY? + X2+ Y2=2XY(X +Y + 1) et que c'est 'unique point singulier de C.

2.6. (k = C) Montrer que les composantes du diviseur de X2 + Y2 — 3XY + 1 sont

trois droites que l'on déterminera.

2.7. Montrer qu'une conique irréductible est non singuliere.

2.8. Montrer que si P est un point non singulier d'une courbe irréductible C, il
n'existe pas de fonction rationnelle f sur C qui ait un pole en P et telle que f (1 —
f) soit réguliére en P. Montrer que cela est faux si P est singulier.

3. Singularités des courbes projectives planes

3.1. Déterminer les points singuliers du diviseur de XY* — YZ* — XZ*.

3.2. Idem avec X2Y® — X273 — Y273

3.3. Idem avec Y2Z - X(X - Z)(X — AZ), A € k.

34.Idem avec X" +Y"+Z" =0, n> 0.

4. Tangentes aux points singuliers des courbes affines

4.1. Déterminer en chaque point singulier du diviseur de Y? — X® + X, la multipli-

cité et les équation des tangentes.

4.2. Idem avec Y2 — X3.

4.3. Idem avec Y2 — X3 — X2,

4.4. Idem avec Y? — (X% + Y?)? - 3X7Y.

4.5. Idem avec 4X2Y2 — (X2 + Y?)3,
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4.6. Idem avec Y2 — Y2 + X3 — X2 + 3XY? + 3X2Y + 2XY.
4.7. Idem avec X* + Y* — X2Y2.

4.8. Idem avec X2 — X* — Y*.

4.9. Idem avec XY — X5 — Y5,

4.10. Idem avec X® — Y2 - X* — Y*.

4.11. Idem avec X2Y + XY2 - X* — Y*.

4.12. Idem avec Y2 + (X% — 5) (4X* — 20X? + 25).

5. Tangentes aux courbes affines

5.1. (Car k # 2) Déterminer en chaque point singulier du diviseur de X* — Y* —
AX3 + XY?2, A € k, la multiplicité et les équation des tangentes.

5.2. (Car k # 2) Idem avec Y2 — F, F e k[X].

5.3. Déterminer les points du diviseur de Y2 + (X2 — 5)(4X* — 20X? + 25) en les-

quels la tangente est horizontale ou verticale.

5.4. (Car k # 2) On considere la courbe affine plane C d'équation X?Y? + X2 + Y?
=2XY(X +Y + 1). Montrer que la diagonale principale A est I'unique tangente a
l'origine et que C n'a pas de tangente horizontale. Déterminer les points de C en

lesquels la tangente est paralléle a A ainsi qu'a 'autre diagonale A’ .

5.5. (Car k #2) Montrer que si la droite A de pente finie c est tangente a la
courbe C d'équation Y2 = X3 — X en P, d'abscisse a et coupe C en un autre point

P’, d'abscisse a’, alors 2a + a’ = ¢.

5.6. (Car k # 2) Soit C la ?ourbe d'équation Y?= X3 — X, S, et f les restrictions
F

aC de X etdY’ = —jT,u:_t2 2x, v :=t(u — x) + y et Cyl'ouvert de C

défini par y # 0. Montrer que l'application y : C;, — A% P+—— P = (u(P),

v(P)) est a valeurs dans C.
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5.7. Soit C la courbe d'équation Y2=X-X,V:=C xC, x, y, x', ¥’ les fonctions
coordonnées sur V, r := z,:i ,mi=r>— (x+x),n:=r(m-x)+ y et V, 'ouvert

de V défini par y + y’ # 0. Montrer que l'application ¢ définie sur V|, dont les

composantes sont m et n est a valeurs dans C.

5.8. Soit C une courbe affine plane irréductible. On suppose que C passe par J =

(0, 1) et que la tangente D a C en J n'est pas horizontale. Si P € C est distinct
ded, on note Dj, la droite joignant les points J et P et si Dp n'est pas horizontale,

on note ¢(P) le point d'intersection de D, avec l'axe des X (identifié a Al).

Montrer que ¢ est réguliere en J et que ¢(J) est l'intersection de D et de 1'axe des
X.

6. Tangentes aux courbes projectives

6.1. (Car k # 2) Déterminer en chaque point singulier du diviseur de XY* — YZ*

— XZ* la multiplicité et les équation des tangentes.
6.2. Idem avec X2Y*® — X273 — Y223,
6.3. Idem avec Y2Z - X(X - Z)(X — AZ), L € k.

6.4. (Car k # 2) Montrer que deux cubiques irréductibles avec point de rebrous-

sement sont projectivement équivalentes.

6.5. Idem avec deux cubiques irréductibles avec point double ordinaire.
7. Points d'inflexion (Car k # 2)

7.1. Déterminer les points d'inflexion du diviseur de Y — X°.

7.2. Idem avec Y2 — X3.

7.3. Idem avec Y? — X° + X.

7.4. Montrer que le point a 1'infini de la courbe C d'équation Y = X2 — X est un

point d'inflexion et déterminer la tangente en ce point.

7.5. Montrer qu'une conique irréductible ne possede pas de point d'inflexion.
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8. Multiplicité d'intersection a l'origine

8.1. Déterminer les multiplicités d'intersection a l'origine des diviseurs de Y —
X?etY?2-X2+X.

8.2. Idem avec Y — X2 et Y2 — X3,

8.3. Idem avec Y2 - X° + X et Y2 — X°.

8.4. Idem avec Y — X2 et Y2 - X° — X2,

8.5. Idem avec Y2 - X° + X et Y2 - X° — X2.

8.6. Idem avec Y? - X®et Y2 X° — X2

8.7. Idem avec Y — X? et Y2 — (X? + Y?)? — 3X?Y.

8.8. Idem avec Y2 — X% + X et Y2 — (X% + Y?)? — 3X?Y.

8.9. Idem avec Y2 — X3 et Y2 — (X? + Y?)? — 3X?Y.

8.10. Idem avec Y? — X3 — X? et Y2 — (X2 + Y?)? — 3X?Y.

8.11. Idem avec Y — X2 et 4X2Y?% — (X? + Y?)3.

8.12. Idem avec Y2 — X3 + X et 4X?Y?2 — (X2 + Y?)3.

8.13. Idem avec Y? — X3 et 4X?Y2 — (X2 + Y?)3.

8.14. Idem avec Y2 — X3 + X2 et 4X2Y2 — (X2 + Y?)3.

8.15. Idem avec Y2 — (X2 + Y?)2 — 3X?Y et 4X2Y? — (X2 + Y?)3.
9. Points d'intersection de deux courbes

9.1. Chercher les points d'intersection des diviseurs de Y?— X(X — 2)(X + 1) et Y?

— 2X + X? et déterminer les multiplicités d'intersection en ces points.
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9.2. Idem avec X2+ Y? + X3 + Y3 et X3 4+ Y3 — 2XY.
9.3. Idem avec Y° - X(Y2 - X)2 et X2 — Y* - Y3
9.4. Idem avec Y2 — (X% + Y?)? - 3X?Y et (X% + Y?)? — 4X*Y*
9.5. Idem avec Y?Z — X(X — 2Z)(X + Z) et Y + X* - 2XZ.
9.6. Idem avec (X? + Y?)Z + X® + Y? et X° + Y? — 2XYZ.
9.7. Idem avec Y° — X(Y? - XZ)? et Y* + Y?Z — X?Z°.
9.8. Idem avec (X2 + Y2) = Y3Z — 3X2YZ et (X% + Y2) = 4X2Y2Z%= 0
9.9. (Car k # 2) Soit C la courbe affine plane d'équation X2Y? + X2 + Y? = 2XY (X
+Y+1)ets: A2—— A2 (a,b) —> (—a, =b) la symétrie centrale de centre O.
Déterminer les points d'intersection de C et s 1(C) et leur multiplicité d'intersec-
tion en ces points.
10. Intersection de fermetures projectives
10.1. Soient C et C’ les diviseurs respectifs de X* — X% + 2XY? et X° - X2Y - X2 +
2Y?. Déterminer les points d'intersection de C* et C'* ainsi que leurs multiplici-
tés d'intersection en ces points.
10.2. Idem avec les diviseurs de X* - Y* + X3 + Y3 et X* + Y* + X3 — Y3
10.3. Idem avec les diviseurs de(X — 1) Y2+ X2Y + X et Y = X? — 2X.
10.4. Idem avec les diviseurs de 2X2 — Y2 - XY — 4 (X+ Y)et X3 — X2 + Y2
10.5. (Car k # 2) Idem avec les diviseurs de Y2 — 2X3 — X2 et Y — AX2, A € k.
11. Applications du théoreme de Bézout
11.1. Soit C la courbe d'équation Y?= X3 — X, P un point de C et A la droite verti-

cale passant par P. Montrer que si A n'est pas tangente a C en P, alors A coupe C

en un unique autre point P’ et A n'est pas tangente a C en P’ .
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11.2. Soit P un point de la courbe C d'équation Y?=X> — X et A la droite verticale
passant par P. Montrer que si A est tangente a C en P, alors A N C = {P}.

11.3. Soit P un point de la courbe C d'équation Y? = X3 — X tel que la tangente A a
C en P ne soit pas verticale. Montrer que A rencontre C en un unique autre point

P’ éventuellement égal a P.

11.4. Soient P et P’ deux points distincts de la courbe C d'équation Y?= X2 — X et
A la droite joignant P a P’. Montrer que si A est tangente a Cen P, alors AN C =
{P, P'} et An'est pas tangente a C en P’.

11.5. Soient P et P’ deux points distincts de la courbe C d'équation Y?= X2 — X et
Ala droite joignant P a P’. Montrer que si A n'est tangente a C ni en P, ni en

P’ et n'est pas verticale, alors A et C se coupent en un troisieéme point P”.

11.6. Montrer qu'une cubique irréductible a au plus un point double comme sin-

gularité.

11.7. Montrer qu'une cubique non singuliére a exactement 9 points d'inflexion ou

une infinité.
11.8. Montrer que toute cubique non singuliére est projectivement équivalente a

une courbe de Legendre C* ot C est la courbe d'équation Y2=X(X — 1)(X — 1), A
€ k\0,1}.

CAL - Chapitre 3 - Cours - 4/06/99

24



Corrigé des exercices du chapitre 111

1.12. Remarquons tout d'abord que 4X* — 20X2% + 25 = (2X? — 5)2. Nous devons

donc résoudre le systéme suivant

A2+ (X2-5)(2X2-5)2 =0
[(BX(2X2-5)(6X?—25)=0
BRY=0

En caractéristique 2, on a Y2+ (X2 — 5)(4X* — 20X? + 25) = (X + Y+ 1)%et
tous les points sont donc singuliers. Sinon, le systéme est équivalent au systéme

HX?-5)(2X*~5) =0
[X(2X2—5)(6X*-25)=0 -
BY=0

En caractéristique 5, on a Y2 + (X2 — 5)(4X* — 20X% + 25) = Y2 — X5 et O est

le seul point singulier.

En caractéristique di\flférente de 2 et de 5, il y a exactement deux points sin-
guliers de coordonnées (iT, 0).

dF dF . L
2.1.0n a X = —3X% 4+ 1let ay = 2Y. Puisque k est de caractéristique # 2, on
montre sans probléme que le systéme Y2 =X2 — X, 0 = 3X2 — 1 et 2Y = 0 n'a pas
de solution.

2.2. On trouve les points singuliers en résolvant le systéme

%’(4—Y4—1X3+XY2:0
X3 _31X2%2+Y%=0
B 4v34+2XY=0.

En formant la combinaison 4L, — XL, — YL,, on voit qu'un tel point vérifie les
deux équations

X4 _Y4=0et AX3-XY?=0.
On en déduit la discussion suivante.

a) Si A # + 1, on voit que ces deux équations n'ont pas d'autre solution com-
mune que X =0, Y = 0. L'origine est alors 1'unique point singulier.

b) Si 4 = 1, les composantes du diviseur sont les droites d'équation X =+ Y

et la conique d'équation X2 + Y2 — X qui est non singuliére. Il en résulte que les
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points singuliers de C sont les points d'intersection de ces trois courbes, c'est a
dire 1'origine et les points de coordonnés (1/2, +1/2).

c) Le cas A = — 1 se traite de la méme facon.

2.3. On trouve les points singuliers de en résolvant le systéme

g¥3+Y3+1_3/1XY:0
B(X2-1Y)=0
B(Y2-1X)=0

On voit qu'un tel point vérifie X?=1Y et Y2=1X En remplacant X? et Y? par 1Y
et AX dans la premieére égalité, on voit que AXY =1. Puis en remplacant AY par
X? que X3=1. Par symétrie, on doit aussi avoir Y2=1 et donc 2*=1. On voit donc
que le diviseur est non singulier si A = 1, j, j2.

On vérifie ensuite que si A = 1, les points singuliers sont les points de coor-
données (1, 1), (j, j%) et (2, j), que si A = J, ce sont les points de coordonnées (1,
72, (G, j) et (2, 1) et enfin, que si A = j2, ce sont les points de coordonnées (1, ),
G, D et (7% j2).

2.5. L'origine est un clairement un point double. De plus, les points de la courbe
qui sont singuliers satisfont X?Y? + X2+ Y2 = 2XY(X + Y + 1) et 2XY? + 2X =
4XY + 2Y(Y + 1), soit, puisque % est de caractéristique = 2, X2Y? + X2 + Y? =
2XY(X +Y + 1) et XY? + X = 2XY + Y(Y + 1). En multipliant par X les termes de
la seconde équation et en retranchant terme a terme a la premiére, on voit que
les points que nous cherchons satisfont Y2 = XY? + XY et XY? + X = 2XY + Y(Y +
1). Mis a part l'origine on voit donc que ces points satisfont XY =Y — X et XY? +
X =2XY + Y(Y + 1). En substituant ¥ — X a XY dans la seconde équation, on
trouve XY =Y — X et XY = 3(X - Y), soit, puisque % est de caractéristique = 2, X
=Y = 0. On voit donc que O est I'unique point singulier de C.

2.6. Nous savons que les points singuliers sont P=(1,1), @ =(j,j2) et R=(j2j).
Si C est réunion de 3 droites, leurs intersections sont les points singuliers de C.
Ceci suggere de considérer les droites (PQ), (QR), (RP) qui ont respectivement
pour équations

JX+j2%Y+1=0,X+Y +1=0et j2X + jY + 1=0.
On vérifie alors bestialement que

X34+ Y3 —8XY+1=0X+/2Y+1) X+Y+1) (jZX+,jY+1).
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2.7. 11 s'agit de montrer que si P est un point d'une conique irréductible C, alors P
est non singulier. Quitte a faire un changement de coordonnées, et a remplacer C
par sa partie affine dans le cas projectif, on peut supposer que C est affine et que
P = 0. Si O était un point singulier de C, alors F n'aurait pas de composante ho-
mogene de degré < 1 et serait donc un polynéme quadratique homogene. Ce se-
rait donc un produit de facteurs linéaires, ce qui est impossible car C est irréduc-
tible.

2.8. Si f n'est pas réguliére en P, on a v, p(f) < v, p(1) =0 et il suit que v, p(1 —
/) <0. On en déduit que

Uc’p(f(]- —f)) = Uc’p(f) + UC,P(]‘ —f) < 0,

et f(1 — f) n'est pas réguliére non plus. Enfin, si C est la courbe d'équation X* —
Y4 =X3 - XY?, alors la fonction £ = y%/x, ol x et y les restrictions de X etY, a un
pole en O mais f(1 — f) est polynomiale.

4.12. En caractéristique 2, on a Y2+ (X2 — 5)(4X* — 20X2+25) = (X + Y + 1)% si
bien que tous les points sont singuliers de multiplicité 2 avec tangente
d'équation Y = X + 1. En caractéristique 5, on a Y2+ (X? — 5) (4X* — 20X? + 25) =
Y? — X5 et O est le seul point singulier. C'est un point double avec l'axe des X
pour tangente.

Nous avons vu que, en caractéristique différente de 2 et de 5, il y a exacte-
ment deux points singuliers de coordonnées (iT , 0). Pour déterminer les tan-
gentes en ces points, nous allons tout d'abord nous ramener a l'origine.

L'équation de la courbe devient alors
Y2+ 4X2%(X? £ XV10 —g ) (X +10)2=0

La partie de plus bas degré est Y2 — 100X? = 0. On voit donc que les points
singuliers sont des points doubles ?/Ldinaires et que les tangentes en ces points
ont pour équations Y = +10(X — ( o ).

5.1.a) Si A # + 1, nous avons vu que O est l'unique point singulier. Sa multipli-
cité est 3 et les tangentes sont les composantes du diviseur de la composante ho-
mogeéne de degré 3, c'est a dire 1'axe des Y et les droites d'équations Y = +\1 X.

b) Si A =1, nous avons vu que C est 1'union des droites d'équation X = + Y et
de la conique d'équation X2 + Y2 — X qui est non singuliére et que les points sin-
guliers sont les points d'intersection de ces trois courbes, c'est a dire 1'origine de
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multiplicité 3 et les points de coordonnés (1/2, +1/2) de multiplicité 2. Les tan-
gentes sont donc données par les droites d'équation X = + Y et les tangentes a la
conique en ces trois points, c'est a dire 1'axe des X et les droites d'équation ¥ + X
=+ 1.

c) Le cas A = — 1 se traite de la méme facon.

5.3. En caractéristique 2, la seule tangente a la courbe est la droite d'équation Y
=X + 1 qui n'est ni horizontale, ni verticale. En caractéristique 5, on a Y? + (X2 —
5)(4X* — 20X? + 25) = Y? — X® et on voit clairement qu'il n'y 4 pas de tangentes
verticales et que O est l'unique point en lequel la tangente est horizontale.

En caractéristique différente de 2 et de 5, O est I'unique point singulier et la
tangente en ce point est oblique. Les points en lesquels la tangente est horizon-
tale sont donc les points autre que l'origine satisfaisant (2X? — 5)(6X? — 25)= 0,
c'est a dire les 6 points (0, +5v5 ) et (4546 /6, +5/3). De méme, les points en les-
quels la tangente est verticale sont les points autre que 1'origine satisfaisant Y =
0, c'est a dire (145 , 0).

5.4. Les tangentes a l'origine sont données par X2 + Y? = 2XY, soit (Y — X)2= 0.
On voit donc que A est bien 'unique tangente a l'origine. Les points de la courbe
en lesquels la tangente est horizontale satisfont X2Y? + X2+ Y?=2XY(X + Y + 1)
et 2XY? + 2X = 4XY + 2Y(Y + 1), soit, puisque % est de caractéristique = 2, X2Y?
+ X2+ Y?=2XY(X+Y +1) et XY? + X=2XY + Y(Y + 1). En multipliant par X
les termes de la seconde équation et en retranchant terme a terme a la premiere,
on voit que les points que nous cherchons satisfont Y2 = XY2 + XY et XY? + X =
2XY + Y(Y + 1). On voit donc que ces points sont donnés par XY =Y — X et XY2 +
X =2XY + Y(Y + 1). En substituant ¥ — X a XY dans la seconde équation, on
trouve XY =Y — X et XY = 3(X - Y), soit, puisque % est de caractéristique = 2, X

=Y =0, ce qui est impossible.

Les points de la courbe en lesquels la tangente est parallele a A sont donnés
par X2Y2 + X2+ Y2 =2XY(X + Y + 1) et (2XY? + 2X — 4XY — 2Y(Y + 1)) + (2X?Y
+2Y — 4XY — 2X(X + 1)) = 0, soit, puisque % est de caractéristique = 2, X2Y? + X2
+Y2=2XY(X +Y + 1) et XY? + X2Y = 2XY + (X + Y)2. En ajoutant terme a
terme, on obtient X?Y2 = XY(X + Y + 6) et XY? + X2Y = 2XY + (X + Y)2 Puisque,
a part O, les points situés sur les axes des coordonnées ne conviennent pas, on
voit que les points que nous cherchons sont O et ceux donnés parXY =X +Y + 6
et XY? + X2Y = 2XY + (X + Y)2. En substituant X + Y + 6 2 XY dans la seconde
équation, on trouve XY =X +Y+6et X+Y+6)X+Y)=2X+Y+6) + (X +
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Y)?, ce qui donne XY =X + Y + 6 et 4(X + Y) = 12, soit, puisque % est de caracté-
ristique # 2, XY =9 et X + Y = 3. Si & est de caractéristique # 3, on trouve O et
les points (—3j,—-3;2) et (=3j%,—37). Sinon, on trouve seulement O.

Les points de la courbe en lesquels la tangente est parallele a A’ sont, 1'ori-
gine exceptée, donnés par X2Y2 + X2+ Y2 =2XY(X + Y + 1) et 2XY? + 2X — 4XY —
2Y(Y + 1) = 2X2Y + 2Y — 4XY — 2X(X + 1), soit, puisque % est de caractéristique
22, par X2Y2 + X2+ Y2 =2XYX+Y+ 1D et XY (Y -X) = (Y- X)(X+Y +2).0n
trouve donc le point (4, 4) et les points donnés par X2Y2 + X2+ Y? =2XY (X + Y +
1) et XY =X + Y + 2. En remplacant X + Y par XY — 2 dans la premieére
équation, on trouve (X + Y)2 = X2Y? et XY =X + Y + 2, ce qui est équivalent & X
+Y=-1et XY =1.Si % est de caractéristique = 3, on trouve (4, 4) et les points
(j, 72) et (%, j). Sinon, on trouve seulement (1, 1).

5.5. Si P = (a, b), 'application qui a un point du plan associe son abscisse est une
bijection de C N A sur I'ensemble des racines de (¢(X — a) + b)2 — (X - X) = -X°
+ ¢®X?%+ ... De plus, puisque A est tangente a C en P, a est racine double.
L'égalité annoncée provient donc de la formule donnant la somme des racines

d'un polynéme.

5.6. Si P € C ), la tangente A & C en P, de pente finie c, coupe C au point P’ d'abs-
cisse a’ = ¢ — 2a = u(P). Il suit que y(P) = (u(P), v(P)) e C.

5.7. Soient (P, P’') =: (a, b, a’, b') € V, avec P = P’ et A la droite joignant P et P’.
Alors, A est une droite de pente finie ¢ qui coupe C en un troisiéme point P”
(éventuellement égal & P ou a P’) d'abscisse a” := ¢ — a — a' = m(P, P’). Cela
montre bien que ¢(P, [c)l,}"e Cd%nﬁn, onfzait quesiF=Y2-X°+X, S, et fy’ sont
les restrictions a C de X et Yy l=—F u= 2 —2x,v=t(u—x)+yet C, est
l'ouvert de C défini par y = 0, alors (P, P) = (u(P), v(P)) € C.

7.4. En échangeant Y et Z, on obtient la courbe C’ d'équation Y = X2 — XY?. Il est
clair que l'origine est un point d'inflexion de C’ et que la tangente a C’ en ce point
est l'axe des X. Il suit que l'origine de la droite a l'infini (0; 1; 0) est un point
d'inflexion de C et que la tangente a C en ce point est la droite a l'infini.

7.5. Il s'agit de montrer que si P est un point d'une conique irréductible C, alors P
n'est pas un point d'inflexion. Quitte a faire un changement de coordonnées, et a
remplacer C par sa partie affine dans le cas projectif, on peut supposer que C est
affine et que P = O. Si O était un point d'inflexion de C, la composante homogéene
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F, de degré 1 de F diviserait la composante homogene F, de degré 2 de F.
Puisque F' est quadratique, on a F' = F'; + F, et F serait donc divisible par F';, ce
qui est impossible car C est irréductible.

9.3. En caractéristique 2, on vérifie aisément que les deux courbes se rencontrent
uniquement a l'origine et avec la multiplicité 9. Nous supposons donc dans ce qui

suit que le corps de base est de caractéristique = 2.

Posons F:=Y°> - X(Y? - X)? et G := X2 — (Y*+ Y?). Soit P un point du plan.
En substituant Y* + Y2 4 X2 dans F, ce qui ne change pas I(F, G; P), on obtient
Y°F, avec F; = —-X(2Y + 1) + 3Y?+ 2Y°. Il en résulte que

I(F, G;P)=3I(Y, G; P) + I(F, G; P)
etonalI(Y,G;P)=2I(X,Y; P). Nous avons donc
I(F,G;P)=6IX,Y; P) +I(F, G; P)

Pour calculer I(F, G; P), on remarque tout d'abord que la droite d'équation
2Y + 1 = 0 ne rencontre pas la courbe d'équation F; = 0. Il en résulte que I(F, G;
P) =I(F,, (2Y + 1)G; P). On remarque alors que

(X - Y*F; + (2Y + 1)G = Y*(Y - 2X)
et on en déduit que
I(F,, G; P) =I(F;, YA(Y - 2X); P) = 2I(F,, Y; P) + I(F,, Y - 2X; P).
Puisque I(F, Y; P) =1(X, Y; P), nous avons donc
I(F,G;P)=8IX,Y;P) + I(F|,Y — 2X; P).

En substituant Y a 2X dans F,, puis en multipliant par 2, ce qui ne change
pas I(F;,Y — 2X; P), on obtient YF, avec F, = 4Y(Y + 1) — 1. Il en résulte que

I(F,,Y-2X;P)=1(Y,Y - 2X; P) + I(F,, Y — 2X; P).

Puisque I(Y, Y — 2X; P) = I(X, Y; P), nous voyons donc que pour tout point P du
plan, nous avons

I(YP - X(Y2-X)2, X2 - (Y*+Y®);P)=9I(X,Y:P) + [(4Y(Y +1) — 1, Y — 2X; P).

et on voit facilement que les courbes d'équations 4Y(Y + 1) :\/Let Y = 2X se ren-
e e . 112 112
contrent avec la multiplicité 1 en les point de coordonnées (T T ).

Nous en déduisons que les deux courbes se rencontrent en O avec la multi-
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plicité 9 et en les deux points de coordonnés (T ) ) avec la multiplicité 1.

9.9. La courbe s 1(C) a pour d'équation X?Y? + X2+ Y? + 2XY (X +Y - 1) = 0. Si
on pose A = X?Y? + X2+ Y? — 2XY et B = 2XY(X + Y), on voit que C est la courbe
d'équation A — B = 0 et que s 1(C) est la courbe d'équation A + B = 0. Puisque la
multiplicité d'intersection ne dépend que de 1'idéal engendré par les polynomes et
que k est de caractéristique # 2, on a I(C, s_l(C); P)=IA,B;P)=I1(A,X;P) +
IAY;P) +IAX+Y;P)=1YALX; P) + IX%Y; P) + IX2(X? +4), X+ Y; P) =
6I(X,Y;P)+1(X—2i,Y +2i; P) + (X + 2i, Y — 2i; P). On voit donc que C et s~
1(C) se rencontrent a l'origine avec la multiplicité 6 ainsi qu'aux points (2i, —2i)

et (—2i, 2i) avec la multiplicité 1.

11.1. On sait que A" n'est tangente & C* ni en P, ni au point P_ a l'infini. On a
donc I(A*, C*; P) + I(A*, C*; P_) =1+ 1 = 2. D'autre part, on a degA*.degC* = 1.3
= 3. Le théoréme de Bézout nous dit alors que les courbes A* et C* se coupent en
un unique autre point P’ et que A* n'est pas tangente a C* en P’. Puisque C n'a

qu'un point a l'infini, on a nécessairement P’ € C.

11.2. Les courbes projectives A* et C* se coupent en P avec la multiplicité au
moins 2 puisque A est tangente a C en P. D'autre part, elles se coupent au point
a l'infini de C. Le théoréme de Bézout nous dit qu'elles ne peuvent pas se couper

en un autre point.
11.5. On utilise le théoréeme de Bézout qui nous dit que A* et C* se coupent néces-

sairement en un troisiéme point P”. Si A n'est pas verticale, alors A* et C* ne se

coupent pas a l'infini et P” € C.
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