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INTRODUCTION

Soit F ‘ È[X]Êde degr� d et N le nombre de solutions, �ventuellement infini,
de l'�quation

a ‘ È,    F(a) = 0.

On sait que N est fini si F ≠ 0 et qu'alors N ≤ d.  En fait, on a N = dÊsi on tient
compte

1) des solutions imaginaires
2) de leurs multiplicit�s

Soit maintenant, F et G ‘ È[X, Y]Êde degr�s respectifs d et e et N le nombre
de solutions, �ventuellement infini du syst�me d'�quations

(a, b) ‘ È2,    


 F(a, b) = 0

 
G(a, b) = 0.

 

Nous allons montrer que N est fini si F et G n'ont pas de facteurs communs et
qu'alors N ≤ de.  En fait, nous montrerons que N = deÊsi on tient compte

1) des solutions imaginaires
2) de leur multiplicit�
3) des points � l'infini.

Afin de d�montrer ce th�or�me, il est n�cessaire de d�velopper la th�orie des
syst�me d'�quations polynomiales, c'est � dire la g�om�trie alg�brique affine, sur
un corps (infini).  De plus, puisqu'il faut donner un sens � la notion de point �
l'infini, il faut aussi d�velopper la g�om�trie alg�brique projective.  Enfin, il faut
d�finir et �tudier la notion de multiplicit� (invariant num�rique), ce qui se fait
par l'interm�diaire de la notion d'anneau local en un point (invariant alg�brique).

Dans le chapitre 0, nous rappelons quelques notions de base de g�om�trie
classique, de topologie et d'alg�bre commutative.  Dans le chapitre I, nous d�ve-
loppons la th�orie sans utiliser d'alg�bre commutative.  Dans le chapitre II, nous
�tablissons le lien entre les notions d�velopp�es dans le chapitre pr�c�dent et
l'alg�bre commutative.  Enfin, dans le chapitre III, nous �tudions les courbes al-
g�briques planes sur un corps alg�briquement clos.

L'essentiel du cours est directement inspir� du livre de Fulton: "Algebraic
curves". Une partie des exercices proviennent de ce livre, de celui de Hartshorne,
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"Algebraic geometry" et plus g�n�ralement des diff�rent livres d'introduction � la
g�om�trie alg�brique que j'ai eu l'occasion de consulter.  Certains exercices sont
dus � L. Moret-Bailly et P. Berthelot qui m'ont directement pr�c�d� dans l'ensei-
gnement de ce cours.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 0

Rappels de g�om�trie, de topologie et d'alg�bre commutative

0.1. G�om�trie classique

On fixe un corps de base k.

0.1.1. D�finitions Un espace affine de dimension n sur k est un ensemble non-
vide E muni d'une application

 
@
E  | E #@ E, (@u , P) ò@ P + @u 

o� 
@
E  est un espace vectoriel de dimension n, appel� espace directeur, telle que

(i) Si P ‘ E , alors P + 
@
0  = P,

(ii) Si P ‘ E et @u , @v   ‘ 
@
E , alors P + (@u  + @v  ) = (P + @u ) + @v   et

(iii) Si P, Q ‘ E, il existe un unique 
@

PQ  ‘ 
@
E  tel que Q = P + 

@
PQ .

Un espace affine de dimension 1 est une droite. Un espace affine de
dimension 2 est un plan. Si EÊest un espace vectoriel sur k, la structure
naturelle d'espace affine sur E est celle pour laquelle l'espace directeur est E et
l'action est donn�e par l'addition E | E #@ E, (x, y) ò@ x + y. On dit alors que
0 est l'origine.

0.1.2. D�finition Un sous-ensemble F d'un espace affine E est un sous-espace
affine s'il existe P ‘ F tel que 

@
F  := {

@
PQ , Q ‘ F} soit un sous-espace vectoriel de 

@
E

. On dit que F est un hyperplan affine si 
@
F  est un hyperplan vectoriel.

¥ La propri�t� est alors satisfaite pour tout point P de F et F est de mani�re
naturelle un espace affine d'espace directeur 

@
F  .

¥ Toute intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine.



CAL - Chapitre 0 - juin 4, 1999

2

¥ Tout sous-espace affine propre est une intersection d'hyperplans.

¥ Si E est un espace vectoriel (muni de sa structure naturelle d'espace affine),
les sous-espaces vectoriels de E sont les sous-espaces affines contenant 0.

0.1.3. D�finition. Soit ƒ : E #@ F une application entre deux espaces affines.
Alors ƒ est affine s'il existe un point P de E tel que l'application 

@
ƒ  : 

@
E  #@ 

@
F ,

@
PQ , ò@ 

##@
ƒ(P)ƒ(Q)  soit lin�aire.

¥ La propri�t� est alors satisfaite pour tout point P de E et l'application 
@
ƒ  est

ind�pendante du point P.

¥ Si E et F sont des espaces vectoriels (munis de leur structure naturelle d'es-
pace affine), les applications lin�aires de E dans F sont les applications affines
qui fixent l'origine.

0.1.4. D�finitions. Si E est un espace vectoriel sur k, l'espace projectif Ê(E) est
l'ensemble des droites de E. Si πE : E\0 #@ Ê(E) est l'application qui envoie un
vecteur non nul sur la droite support�e par ce vecteur et si A « Ê(E), on dit que
C(A) = π-

E 1(A) Ù {0} est le c�ne sur A.

¥ On a C(A) = Ù
P‘A

 P « E.

¥ On a toujours C(Ù
å

 Aå) = Ù
å

 C(Aå) et C(A) « C(B) si et seulement si A « B.

0.1.5. D�finition. Un sous-ensemble V de Ê(E) est un sous-espace projectif
(resp. un hyperplan) si C(V) est un sous-espace vectoriel (resp. un hyperplan)
de E. Si ƒ : E #@ F est une application lin�aire injective, on dit que
l'application induite ƒ : Ê(E) #@ Ê(F) est une homographie.

¥ Toute application lin�aire injective ƒ : E #@ F induit effectivement une ap-
plication ƒ : Ê(E) #@ Ê(F). Celle-ci ne change pas si on multiplie
l'application lin�aire ƒ par une constante non-nulle.

¥ On a toujours ƒ-1(C(A)) = C(ƒ-1(A)).

0.2. Topologie g�n�rale
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0.2.1. D�finitions. Un espace topologique est un ensemble E muni d'une famille
t de parties de E, dites ouvertes, qui contient E et Ø et qui est stable par union
et intersection finie. Le compl�mentaire d'un ouvert est un ferm�. Si A « E, la
topologie induite sur A est la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties
de la forme A ı U avec U ouvert dans E. On dit alors que A est un sous-espace
topologique de E. L'adh�rence de A dans E est le plus petit ferm� de E
contenant A. Si l'adh�rence de A est E, on dit que A est dense dans E. Une ap-
plication ƒ : E #@ FÊentre deux espaces topologiques est continue si l'image
r�ciproque d'un ouvert (ou d'un ferm�) est un ouvert (ferm�). Elle est ouverte
(resp. ferm�e) si l'image d'un ouvert (resp. ferm�) est ouvert (resp. ferm�).
C'est un hom�omorphisme si elle est bijective et si la bijection r�ciproque est
continue. Elle est dominante si ƒ(E) est dense dans F.

¥ Si A est une partie d'un espace topologique E, la famille des A ı U avec U ou-
vert dans E d�finit bien une topologie sur A.

¥ Une partie A d'un espace topologique E est dense si et seulement si tout ou-
vert non vide de E rencontre A.

0.2.2. D�finition. Un espace topologique non vide est irr�ductible s'il poss�de
une des propri�t�s �quivalentes suivantes : (i) On ne peut pas l'�crire comme
union de deux ferm�s propres, (ii) Deux ouverts non vides ont une intersection
non vide et (iii) Tout ouvert non vide est dense.

¥ Ces propri�t�s sont bien �quivalentes.

¥ Une partie non vide A d'un espace topologique E est irr�ductible pour la topo-
logie induite si et seulement si chaque fois que A « F1 Ù F2 avec F1, F2 ferm�s
dans E, on a A « F1 ou A « F2.

¥ L'image d'un irr�ductible par une application continue est irr�ductible.

¥ L'adh�rence d'un irr�ductible est irr�ductible. Tout ouvert dense d'un irr�-
ductible est irr�ductible.

0.2.3. D�finition. Un espace topologique est noeth�rien si toute famille non vide
de ferm�s (resp. d'ouverts) contient un �l�ment minimal (resp. maximal), ou
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de mani�re �quivalente, si toute suite d�croissante de ferm�s (resp. croissante
d'ouverts) est stationnaire.

¥ Ces quatre propri�t�s sont bien �quivalentes.

¥ Un sous-espace non vide d'un espace noeth�rien est noeth�rien.

0.2.4. Proposition. Un espace noeth�rien V s'�crit de mani�re unique comme
union finie de ferm�s irr�ductibles Vi avec Vi » VjÊpour i ≠ j.

0.2.5. D�finition. Les Vi sont les composantes irr�ductibles de V.

0.3. Polyn�mes

Si E et F sont deux ensembles, on note FE l'ensemble des applications de E
dans F.

0.3.1. D�finitions. Si R est un anneau (commutatif), on dit que R[X1, . . . , Xn] :=
{F ‘ R˙n

, F(k1, . . . , kn) = 0, k1, . . . , kn >> 0} est l'anneau des polyn�mes en n
variables sur R. On pose pour tout i = 1, . . . , n, Xi(k1, . . . , kn) := 1 si kj = ∂ij pour
tout j = 1, . . . , n et 0 sinon. Un mon�me de degr� d est un �l�ment de la forme
fXd11  . . . Xdnn  , avec f ‘ R\0 et d1 + . . . + dn = d.

¥ L'ensemble R[X1, . . . , Xn] est bien un anneau. En fait, c'est une sous-R-al-
g�bre de R˙n

, pour la multiplication (FG)(k1, . . . , kn) = firi+si=ki
  F(r1, . . . ,

rn)G(s1, . . . , sn).

¥ Tout polyn�me non nul s'�crit de mani�re unique comme somme de mo-
n�mes.

0.3.2. D�finitions. Si F est un polyn�me non nul sur R, le degr� deg(F) (resp. la
valuation val(F)) deÊF est le maximum (resp. minimum) des degr�s des mo-
n�mes composant F. On dit que F est homog�ne si val(F) = deg(F). En g�n�ral,
la composante homog�ne de degr� d de F est la somme des mon�mes de degr�
d dans F. Une forme lin�aire est un polyn�me homog�ne de degr� 1. Si F est un
polyn�me de degr� d en une seule variable X, le coefficient dominant de F est le
coefficient de Xd. On dit que F est unitaire si son coefficient dominant est 1.
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¥ Si un polyn�me F ‘ R[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� d, on a toujours
F(gf1, . . . , gfn) = gdF(f1, . . . , fn).

¥ �tant donn� une R-alg�bre A et des �l�ments f1, . . . , fnÊde A, il existe un ho-
momorphisme de R-alg�bres et un seul R[X1, . . . , Xn] #@ A, F ò@ F(f1, . . . ,
fn) qui envoie X1, . . . , Xn sur f1, . . . , fn.

0.3.3. D�finition. �tant donn�s une R-alg�bre A et F ‘ R[X1, . . . , Xn], on dit que
l'application An #@ A, (f1, . . . , fn) #@ F(f1, . . . , fn) est l'application polyno-
miale associ�e � F.

¥ L'application canonique R[X1, . . . , Xn] #@ AAn
 est un homomorphisme de R-

alg�bres.

¥ Soient F ‘ R[X1, . . . , Xn], E un ensemble, A une R-alg�bre, u1, . . . , un : E #@
A et P ‘ E. On a alors F(u1, . . . , un)(P) = F(u1(P), . . . , un(P)).

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn] et si u : A #@ B est un homomorphisme de R-alg�bres,
alors, F(u(g1), . . . , u(gn)) = u(F(g1, . . . , gn)).

0.3.4. Dans le cas d'un corps de base infini k, on a les r�sultats suivants :

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn]Êet si l'application associ�e � F est nulle, alors F = 0.

¥ L'application canonique k[X1, . . . , Xn] #@ kkn
Êest injective. On identifiera

k[X1, . . . , Xn]Êavec son image dans kkn
Ê.

¥ Un polyn�me non nul F ‘ k[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� dÊsi et seule-
ment si pour tout (a1, . . . , an) ‘ kn et tout ¬ ‘ k, on a F(¬a1, . . . , ¬an) = ¬dF(a1, . .
. , an).

0.3.5. La division euclidienne peut s'interpr�ter comme suit

¥ Si F ‘ R[X] est unitaire de degr� d et R[X]<d d�signe l'ensemble form� des
polyn�mes de degr� strictement inf�rieur � d et du polyn�me nul, alors
l'application canonique R[X]<d Ã@ R[X] #@ R[X]/(F) est bijective.
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¥ Si a1, . . . , an ‘ k, o� k est un corps, alors (X1 - a1, . . . , Xn - an) est un id�al
maximal de k[X1, . . . , Xn] et k[X1, . . . , Xn]/(X1 - a1, . . . , Xn - an) ~= k.

0.3.6. Notations. Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1], on note F* = F(X1, . . . , Xn, 1). Si F ‘ k[X1,
. . . , Xn], on pose 0* = 0 et si F ≠ 0,

F* : = XdegF
n+1  F(

X1
Xn+1

 , . . . , 
Xn

Xn+1
 ) ‘ k[X1, . . . , Xn+1].

Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], on note S* : = {F*, F ‘ Sp}. Si I est un id�al
de k[X1, . . . , Xn], on note I* l'id�al de k[X1, . . . , Xn+1] engendr� par les F*, F ‘ I.

¥ L'application F ò@ F* est un homomorphisme d'anneaux. De plus, si F est
homog�ne non nul, on a deg F* = deg F - m o� m est la valuation de F en Xn+1.

¥ Le polyn�me F* est homog�ne de m�me degr� que F.

¥ Si F et G ‘ k[X1, . . . , Xn] , on a (FG)* = F*G* et (F*)* = F.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne de valuation m en Xn+1, alors Xm
n +1(F*)

*

= F.

¥ Un polyn�me F ‘ k[X1, . . . , Xn]Êest irr�ductible si et seulement si F* est irr�-
ductible.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1]Êest homog�ne irr�ductibleÊet F ≠ cXn+1, alors F =
(F*)

*Êet F* est irr�ductible.

¥ Si I est un id�al de k[X1, . . . , Xn] on a (I*)* = I.

¥ Si I est un id�al de k[X1, . . . , Xn], et F homog�ne, alors F ‘ I*Êsi et seulement
si F* ‘ I.

0.3.7. Si R est un anneau et F := œ fnXn ‘ R[X], on pose 
dF
dX  = œ nfnXn-1 ‘ R[X].

¥ On a

i) 
d(F + G)

dX   = dF
dX  + dG

dX , ii) d(FG)/dX = FdG
dX  + G dF

dX  et iii) 
df
dX  = 0 si f ‘ R.
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¥ Si F ‘ R[X, Y], on a 
d2F

dXdY  = d2F
dYdX .

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� m, alors mF = œ Xi 
dF
dXi 

.

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn], A est une R alg�bre et Gi ‘ A[X], alors

dF(G1, . . . , Gn)
dX   = œ dF

dXi
(G1, . . . , Gn) 

dGi
dX  .

¥ Soit F ‘ k[X, Y] et p = car k (ou p = & si car k = 0). Alors

F = fi
k<p

1
k! fi

i+j=k



k

i
dkF

dXiYj(P)(X - a) i(Y - b)j mod (X, Y)p

¥ Soit F non constant ‘ k[X1, . . . , Xn] tel que 
dF
dX1

  = . . . = dF
dXn

  = 0. Alors, k est de
caract�ristique p > 0 et F = Gp.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne, alors pour tout i = 1, . . . , n, on a

(dF
dXi

 )* = 
dF*
dXi

 .

0.4. Compl�ments sur les anneaux et id�aux

0.4.1. D�finitions. Le radical (ou la racine) d'un id�al I dans un anneau A est I 
= {f ‘ A, ¡ n ‘ ˙, fn ‘ I}. On dit que I est radical si I = I . Un anneau est r�duit
(resp. int�gre, resp. un corps) si l'id�al nul est un id�al radical (resp. premier,
resp. maximal).

¥ Le radical d'un id�al I de A est un id�al de A contenant I.

¥ Soient A un anneau, I un id�al de A et π : A #@ A/I la surjection canonique.
Alors, l' application J ò@ π(J) est une surjection de l'ensemble des id�aux de
A dans celui des id�aux de A/I.

¥ On a A/(I + J) ~= (A/I)/π(J).

¥ L'id�al π(J) est radical, resp. premier, resp. maximal si et seulement si I + J
l'est. En particulier, I est un id�al radical (resp. premier, resp. maximal) si et
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seulement si A/I est r�duit (resp. int�gre, resp. un corps).

0.4.2. D�finition. Un anneau est noeth�rien s'il satisfait les conditions �quiva-
lentes suivantes : (i) Tout id�al est de type fini, (ii) Toute famille non vide
d'id�aux contient un �l�ment maximal et (iii) Toute suite croissante d'id�aux
est stationnaire.

¥ Ces conditions sont bien �quivalentes.

¥ Un quotient d'un anneau noeth�rien est noeth�rien.

0.4.3. D�finition. Une R-alg�bre est de type fini si elle est isomorphe a un
quotient d'un anneau de polyn�mes (en un nombre fini de variables) sur R.

0.4.4. Th�or�me (Hilbert). Toute alg�bre de type fini sur un anneau noetherien
est noeth�rien.

0.4.5. Th�or�me (Nullstellensatz alg�brique, Hilbert). Si k est un corps, toute
extension de k qui est une k-alg�bre de type fini est une extension finie de k.

0.4.6. D�finitions. Un anneau A est local s'il satisfait les propri�t�s �quivalentes
suivantes : (i) A poss�de un unique id�al maximal µAÊet (ii) A\A| est un id�al de
A. On dit alors que k(A) = A/µA est le corps r�siduel de A. Un homomorphisme
d'anneaux locaux ƒ : A #@ B est local si ƒ(µA) « µB.

¥ Les propri�t�s (i) et (ii) sont bien �quivalentes et on a µA = A\A|.

¥ Si A est un anneau int�gre de corps de fractions K et ¹Êun id�al premier,
alors A¹ := {f/g, g ’ ¹} « K est un anneau.

¥ Si I est un id�al de A, l'id�al IA¹ de A¹ engendr� par I est {f/g, f ‘ I, g ’ ¹}. De
plus, on a toujours (IA¹)(JA¹) = (IJ)A¹.

¥ A¹ est un anneau local d'id�al maximal ¹A¹ et de r�siduel, le corps des
fractions de A/¹.

¥ Si J est un id�al de A¹ alors J = IA¹ avec I = J ı A.
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¥ Si A est noeth�rien, A¹ aussi.

¥ Si u : A #@ BÊest un homomorphisme d'anneaux et ÙÊun id�al premier de B,
alors ¹ := u-1(Ù) Êest un id�al premier de A et u se prolonge de mani�re unique
en un homomorphisme (local) uÙ : A¹ #@ BÙ.

¥ Si u est injectif, surjectif ou un isomorphisme, il en va de m�me de uÙ.

0.4.7. D�finitions. Un id�al I de R[X1, . . . , Xn+1] est gradu� (ou homog�ne) s'il
satisfait les propri�t�s �quivalentes suivantes : (i) Tout �l�ment de I � ses
composantes homog�nes dans I et (ii) I est engendr� par des polyn�mes
homog�nes. Un �l�ment non nul de A := R[X1, . . . , Xn]/I est homog�ne de degr�
d s'il poss�de un repr�sentant homog�ne dans R[X1, . . . , Xn]. Si A est int�gre,
un �l�ment fÊdu corps de fractions K  de A est dit homog�ne de degr� d si on
peut l'�crire f = g/hÊavec g et h homog�nes et deg g - deg h = d.

¥ Les propri�t�s (i) et (ii) ci dessus sont bien �quivalentes.

¥ La notion de degr� est bien d�finie.

¥ Si A est int�gre, l'ensemble form� par 0 et par les �l�ments homog�nes de
degr� nul du corps des fractions de A forment un sous-corps.

0.4.8. D�finition. Une valuation discr�te sur un corps K est une application
surjective v : K* #@ Á tel que v(f.g) = v(f) + v(g)Êet v(f + g) ≥ min(v(f),
v(g)). On dit que l ‘ K est une uniformisante pour v si v(l) = 1. L'ensemble A :=
{f ‘ K, v(f) ≥ 0} Ù {0}Êest l'anneau de valuation de v.

¥ On a v(1) = 0 et pour tout f ‘ K|, v(f-1) = - v(f).

¥ A est bien un sous-anneauÊde K. C'est un anneau local d'id�al maximal µA :=
{f ‘ K, v(f) > 0} Ù {0}.

¥ On a v(f) ≥ n ssi f ‘ µn
A .

¥ Si A contient un corps k tel que l'application compos�e k Ã@ A #@ k(A) soit
bijective, alors pour tout f ‘ A, on a v(f) = dimk A/(f).

0.4.9. Proposition Pour un anneau A, les propri�t�s suivantes sont �quivalentes
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:
(i) A est un anneau de valuation discr�te.
(ii) A est int�gre et il existe l ‘ A tel que tout f non nul de AÊs'�crive de ma-

ni�re unique sous la forme f = uln avec u ‘ A| et n ‘ ˙.
(iii) A est un anneau local principal .
(iv) A est un anneau local int�gre noeth�rien et dimk(A) µA/µ2

A  = 1.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - COURS

G�om�trie des ensembles alg�briques

On fixe un corps de base infini k.Ê

1.1. Z�ros de polyn�mes dans l'espace affine

1.1.1. D�finitions. Lorsque l'espace vectoriel kn est consid�r� comme espace
affine, on le note Ån(k), ou plus simplement Ån, et on dit que c'est l'espace
affine de dimension n sur k. On dit que Å1 est la droite affine sur k et que Å2 est
le plan affine sur k. Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn],Êle lieu des z�ros de S
est V(S) := {P ‘ Ån, ◊ F ‘ S, F(P) = 0}. On �crira V(F1, . . . , Fr) := V({F1, . . . ,
Fr}).

1.1.2. Proposition. (i) On a V(1) = Ø et V(0) = Ån.

(ii) Si {Så}å‘A est un ensemble de parties de k[X1, . . . , Xn], on a V(Ù
å

 Så) =
ı
å

 V(Så)),

(iii) Si S, T « k[X1, . . . , Xn], alors V(S) Ù V(T) = V(FG, F ‘ S, G ‘ T) et

(iv) Si S « T « k[X1, . . . , Xn], alors V(T) « V(S)

D�monstration : i) Puisque le polyn�me constant 1 ne s'annule jamais, on a
V(1) = Ø. De m�me, puisque le polyn�me constant 0 est identiquement nul,
V(0) = Ån. ii) On a

P ‘ V(Ù
å

 Så) ssi ◊ F ‘ Ù
å

 Så, F(P) = 0
P ‘ V(Ù

å
 Så) ssi ◊ å ‘ A, ◊ F ‘ Så, F(P) = 0

P ‘ V(Ù
å

 Så) ssi ◊ å ‘ A, F ‘ V(Så))
P ‘ V(Ù

å
 Så) ssi F ‘ ı

å
 V(Så).

iii) On a
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi P ‘ V(S)Êou P ‘ V(T)
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0Êou ◊ G ‘ T, G(P) = 0
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P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, ◊G ‘ T, F(P) = 0 ou G(P) = 0
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, ◊G ‘ T (FG)(P) = 0
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi P ‘ V(FG, F ‘ S, ◊G ‘ T).

iv) Enfin, si S « T  et si P ‘ V(T), alors pour tout F ‘ S, on a F ‘ TÊet donc F(P) =
0 si bien que P ‘ V(S).

1.1.3. Proposition. Si F et G ‘ k[X, Y] n'ont pas de facteurs communs, alors V(F,
G) est fini.

D�monstration : On note V = V(F, G) et on applique le th�or�me de B�zout � F
et G dans k(X)[Y] qui est un anneau principal : Puisque FÊet G n'ont pas de
facteur commun dans k[X, Y], ils n'en ont pas non plus dans k(X)[Y]. Ils sont
donc premiers entre eux dans cet anneau. Il existe donc A et B ‘ k(X)[Y] tels
que AF + BG = 1. On peut trouver R non nul ‘ k[X] tel que A = A0/R et B =
B0/RÊavec A0 et B0 ‘ k[X, Y]. On a donc A0F + B0G = R si bien que si P = (a, b) ‘
V, alors F(P) = G(P) = 0 et donc R(a) = 0. On voit ainsi que V « V(R) | Å1Êo�
V(R) « Å1 est un ensemble fini puisque R n'a qu'un nombre fini de racines. De
m�me, on a V « Å1 | V(S) avec V(S)Êfini et donc V « V(R) | V(S)Êqui est fini.

1.2. Ensembles alg�briques affines

1.2.1. D�finitions. Une partie V de Ån est un ensemble alg�brique affine s'il
existe S « k[X1, . . . , Xn]Êtel que V = V(S). On dit alors que les "F = 0" avec F ‘
SÊforment un syst�me d'�quations pour V. La partie V est une hypersurface de
degr� d s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn] non constantÊde degr� d tel que V = V(F).
Une hypersurface du plan affine est une courbe affine plane. On dit conique,
cubique, quartique, . . . si d = 2, 3, 4, . . .

¥ Ån et Ø sont des ensembles alg�briques : Nous avons vu que Ån  = V(0) et que
Ø = V(1).

¥ Toute intersection et toute union finie d'alg�briques est alg�brique : C'est
aussi une cons�quence imm�diate de la proposition 1.1.2.

¥ Tout ensemble fini est alg�brique : Gr�ce � la remarque pr�c�dente, il suffit
de montrer que tout point est alg�brique. Or si P := (a1, . . . , an) ‘ Ån, on a {P} =
V(X1 - a1, . . . , Xn - an).
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¥ Tout sous-ensemble alg�brique propre est une intersection d'hypersurfaces :
En effet, on a V = V(S) = V( Ù

F‘S
 {F}) = ı

F‘S
 V(F) = Erreur!V(F). Puisque V est

non vide aucun des F ‘ S\0 n'est constantÊet les V(F) sont donc bien des
hypersurfaces.

¥ Les sous-ensembles alg�briques propres de la droite affine sont les ensembles
finis : Il suffit de montrer que, dans Å1, toute hypersurface est finie. Or on sait
que tout polyn�me non nul en une variable sur un corps a un nombre fini de
z�ros.

1.2.2. Proposition. Si V et W sont des sous-ensembles alg�briques de Ån et Åm,
respectivement, alors V | W est un sous-ensemble alg�brique de Ån+m.

D�monstration : Tout F ‘ k[X1, . . . , Xn] peut �tre consid�r� comme �l�ment de
k[X1, . . . , Xn+m]Êet on a alors pour P ‘ ÅnÊet Q ‘ Åm, F(P, Q) = F(P). Si G ‘ k[X1,
. . . , Xm], on note Gn+ = G(Xn+1, . . . , Xn+m) ‘ k[X1, . . . , Xn+m] si bien que si P ‘
ÅnÊet Q ‘ Åm, alors Gn+(P, Q) = G(Q). �crivons V = V(S), W = V(T) et notons
Tn+ = {Gn+, G ‘ T}. On a

(P, Q) ‘ V | W ssi P ‘ V et Q ‘ W
(P, Q) ‘ V | W ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0Êet ◊ G ‘ T, G(Q) = 0
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi ◊ F ‘ S, F(P, Q) = 0Êet ◊ G ‘ T, Gn+(P, Q) = 0
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi (P, Q) ‘ V(S)Êet (P, Q) ‘ V(Tn+)
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi (P, Q) ‘ V(S ÙTn+).

Cela montre bien que V | WÊÊest alg�brique.

1.2.3. D�finition. Une vari�t� lin�aire est un sous-espace affine de Ån.

¥ Un hyperplan de Ån est une hypersurface d�finie par un polyn�me de degr�
1 : Par d�finition, une partie V de Ån est un hyperplan si et seulement si il
existe un point P ‘ V et une forme lin�aire non nulle ƒ : kn #@ k telle que V =
{Q ‘ Ån, ƒ(

@
PQ ) = 0}. Si on note P =: (a1, . . . , an) et ƒ(x1, . . . , xn) =: å1x1 + . . . +

ånxn, on voit donc que Q := (b1, . . . , bn) ‘ V si et seulement si å1(b1 - a1) + . . . +
ån(bn - an) = 0, c'est � dire, si et seulement si QÊest sur l'hypersurface
d'�quation å1(X1 - a1) + . . . + ån(Xn - an) = 0. Puisque tout polyn�me de degr� 1
se met sous cette forme, on voit qu'il y a bien identit� entre hyperplans et
hypersurfaces d�finies par des polyn�mes de degr� 1.
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¥ Une vari�t� lin�aire est un ensemble alg�brique d�fini par des polyn�mes de
degr� 1 : Puisqu'une vari�t� lin�aire est une intersection d'hyperplans, c'est
une cons�quence imm�diate de la premi�re assertion.

1.2.4. Proposition. (i) Si V est un ensemble alg�brique affine et L une droite non
contenue dans V, alors L ı V est fini.

(ii) Si V et W Êsont des ensembles alg�briques affines et L une droite
contenue dans V Ù W alors L « V ou L « W.

(iii) Si C = V(F) est une courbe plane avec F irr�ductible et V un sous-
ensemble alg�brique du planÊne contenant pas C, alors C ı VÊest fini.

D�monstration : i) On peut bien sur supposer que VÊest une hypersurface
d'�quation F = 0 et on peut �crireÊL sous forme param�trique L = {(a1 + tå1, . . .
, an + tån), t ‘ k}. Si on note ‡ : Å1 #@ Ån, t ò@ (a1 + tå1, . . . , an + tån) et G =
F(a1 + Tå1, . . . , an + Tån) ‘ k[T], on a L ı V = {‡(t), G(t) = 0, t ‘ k} = ‡(V(G)).
Puisque L n'est pas contenu dans V, G n'est pas identiquement nulÊet V(G) est
donc fini. Il suit que L ı VÊest aussi fini. ii) Puisqu'une droite sur un corps
infini est infinie, les hypoth�ses impliquent que L ı V ou L ı WÊest infini et
donc, gr�ce au r�sultat pr�c�dent, que L « V ou L « W. iii) On peut bien s�r
supposer que VÊest une courbe plane d'�quation G = 0. Puisque C n'est pas
contenue dans V, G n'est pas un multiple de F. Puisque F est irr�ductible, cela
signifie que F et G n'ont pas de facteur commun et il suit que C ı V = V(F, G)
est fini.

1.3. Z�ros de polyn�mes dans l'espace projectif

1.3.1. D�finitions. On dit que Ên(k) ou Ên := Ê(kn+1) est l'espace projectif de
dimension n sur k, que Ê1 est la droite projective sur k et que Ê2 est le plan
projectif sur k. Si (a1, . . . , an+1) est un vecteur directeur de P, on �crit P =: (a1; .
. . ; an+1) et on dit que (a1; . . . ; an+1)Êest un syst�me de coordonn�es homog�nes
pour P. On dit que P est un z�ro de F ‘ k[X1, . . . , Xn+1]Êsi F(P) = 0.

¥ Le point P = (a1; . . . ; an+1) est un z�ro de F si et seulement si F(¬a1, . . . ,
¬an+1) = 0 pour tout ¬ ‘ k : Clair.

¥ On a F(P) = 0 si et seulement si P « V(F) : Clair.
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¥ Si F = Fd + Fd-1 + . . . + F0Êest la d�composition de F non nul ‘ k[X1, . . . , Xn+1]
en somme de ses composantes homog�nes, et si P = (a1; . . . ; an+1), alors F(P) =
0Êsi et seulement si F0(a1, . . . , an+1) = F1(a1, . . . , an+1) = . . . = Fd(a1, . . . , an+1)
= 0 : Puisque k est infini, on a

F(P) = 0 ssi ◊ ¬ ‘ k, F(¬a1, . . . , ¬an+1) = 0
F(P) = 0 ssi ◊ ¬ ‘ k, ¬dFd(a1, . . . , an+1) + ¬d-1Fd-1(a1, . . . , an+1)

 + . . . + F0(a1, . . . , an+1) = 0
F(P) = 0 ssi F0(a1, . . . , an+1) = F1(a1, . . . , an+1)

 = . . . = Fd(a1,. . . , an+1) = 0.

1.3.2. D�finition. Si S « k[X1, . . . , Xn+1],Êon dit que Vp(S) = {P ‘ Ên, ◊ F ‘ S,
F(P) = 0}Êest le lieu des z�ros de S dans Ên.

¥ Si S « k[X1, . . . , Xn+1], on a P ‘ Vp(S) ssi P « V(S) : En effet, on a
P ‘ Vp(S) ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0
P ‘ Vp(S) ssi ◊ F ‘ S, P « V(F)
P ‘ Vp(S) ssi P « ı

F‘S
 V(F) = V(S).

¥ Si Sp est l'ensemble des composantes homog�nes des F ‘ S, alors Vp(S) =
Vp(Sp) : Clair.

1.3.3. Proposition. On a Vp(1) = Ø, Vp(0) = Ên, Vp(Ù
å

 Så) = ı
å

 Vp(Så), Vp(S) Ù
Vp(T) = Vp(FG, F ‘ S, G ‘ T) et Vp(T) « Vp(S) si S « T.

D�monstration : On a
P ‘ Vp(1) ssi P « V(1) = Ø

et
P ‘ Vp(0) ssi P « V(0) = Ån+1.

On a
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi P « V(Ù

å
 Så)

P ‘ Vp(Ù
å

 Så) ssi P « ıV(Så)
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi ◊å ‘ A, P ‘ V(Så))

P ‘ Vp(Ù
å

 Så) ssi ◊å ‘ A, P ‘ Vp(Så))
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi P ‘ ı

å
 Vp(Så).

On a
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P ‘ Vp(S) ou P ‘ Vp(T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(S) ou P « V(T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(S) Ù V(T) par 1.2.4
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P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(FG, F ‘ S, G ‘ T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P ‘ Vp(FG, F ‘ S, G ‘ T).

Enfin, si S « T alors V(T) « V(S) et donc Vp(T) « Vp(S).

1.3.4. La notion de lieu des z�ros se comporte bien par rapport aux c�nes :

¥ On a toujours C(Vp(S)) « V(S) Ù {O} : Si (a1, . . . , an+1) ≠ O, on a
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi (a1; . . . ; an+1) ‘ Vp(S)
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi ◊ F ‘ S, F(a1; . . . ; an+1) = 0
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ¶ ◊ F ‘ S, F(a1, . . . , an+1) = 0
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi (a1, . . . , an+1) ‘ V(S).

¥ Supposons les �l�ments de S homog�nes. Alors C(Vp(S)) = V(S) si Vp(S) ≠ Ø
et on a Vp(S) = Ø si et seulement si V(S) « {O} : en remarquant que si F est
homog�ne, alors

F(a1, . . . , an) = 0 ssi F(a1; . . . ; an) = 0,
le m�me argument que ci dessus nous fournit C(Vp(S)) = V(S) Ù {O}. Il suffit
alors de remarquer que si P ‘ Vp(S), alors O ‘ P « V(S) et que Vp(S) = Ø si et
seulement si C(Vp(S)) = {O}.

¥ Si C(A) = V(S), alors A = Vp(S) : On a
P ‘ A ssi P « C(A) = V(S) ssi P ‘ Vp(S).

1.3.5. Proposition. L'application Ên-1 #@ Ên, (a1, . . . , an)ò@ (a1; . . . ; an; 0)

est une bijection de Ên-1 sur un hyperplan de Ên et l'application Ån #@ Ên,
(a1, . . . , an)ò@ (a1; . . . ; an; 1) est une bijection de Ån sur le compl�mentaire

de cet hyperplan.

D�monstration : La premi�re assertion r�sulte du fait que l'image d'une
homographie de Ên-1 dans Ên est toujours un hyperplan H. Soit U le
compl�mentaire de H dans Ên. On d�finit la bijection r�ciproque U #@ Ån en
envoyant (a1; . . . ; an+1) sur (a1/an+1, . . . , an/an+1). Cette application est bien
d�finie car si (a1; . . . ; an+1) ‘ UÊalors an+1 ≠ 0 et si ¬ ‘ k, alors (¬a1/¬an+1, . . . ,
¬an/¬an+1) = (a1/an+1, . . . , an/an+1). De plus, on a toujours (a1, . . . , an) = (a1/1, . .
. , an/1)Êet si an+1 ≠ 0, (a1/an+1; . . . ; an/an+1, 1) = (a1; . . . ; an+1).

On identifiera dor�navant Ên-1 et Ån avec leurs images dans Ên.
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1.3.6. D�finition. Si A « Ên, on dit que A* := A ı Ån est la partie affine de A et

que son compl�mentaire dans A est le lieu � l'infini de A.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne et P ‘ Ån Ê« Ên, on a F(P) = 0 (dans Ên)

si et seulement si F*(P) = 0 (dans Ån) : Si P = (a1, . . . , an), on a
F(P) = 0 ssi F(a1; . . . ; an; 1) = 0
F(P) = 0 ssi F(a1, . . . , an, 1) = 0 (car F est homog�ne)
F(P) = 0 ssi F* (a1, . . . , an) = 0
F(P) = 0 ssi F*(P) = 0.

1.3.7. Proposition. i) Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], alors Vp(S)* = V(S*).
ii) Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], on a V(F) = V(F*)*.

D�monstration : i) Si P ‘ Ån, on a
P ‘ V(S*) ssi ◊F ‘ Sp, F*(P) = 0
P ‘ V(S*) ssi ◊F ‘ Sp, F(P) = 0
P ‘ V(S*) ssi P ‘ Vp(Sp)= Vp(S)
P ‘ V(S*) ssi P ‘ Vp(S)*.

ii) En effet, V(F) = V((F*)*) = V(F*)*.

1.4. Ensembles alg�briques projectifs

1.4.1. D�finition. Une partie V de Ên est un ensemble alg�brique projectif s'il
existe S « k[X1, . . . , Xn+1]Êtel que V = Vp(S). C'est une hypersurface de degr� d
s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] homog�ne non constantÊde degr� d tel que V =
Vp(F). Une hypersurface du plan projectif est une courbe projective plane. On
dit conique, cubique, quartique, . . . si d = 2, 3, 4, . . .

¥ Un sous-ensemble V de Ên est alg�brique si et seulement si C(V) est un
ensemble alg�brique affine : Nous avons vu que C(Vp(S)) = V(Sp)Êsi Vp(S) ≠ Ø
et on sait que C(Ø) = {O}. R�ciproquement, on a V = Vp(S)Êsi C(V) = V(S).

¥ Un ensemble alg�brique projectif non vide est une intersection
d'hypersurfaces : En effet, on peut �crire V = Vp(S) o� S est compos� de
polyn�mes homog�nes, et on a donc V = Vp( Ù

F‘S
 {F}) = ı

F‘S
 Vp(F).

1.4.2. D�finition. Une vari�t� lin�aire projective est un sous-espace projectif de
Ên.



CAL - Chapitre 1- Cours - juin 4, 1999

8

¥ Un hyperplan de Ên est une hypersurface d�finie par une forme lin�aire (un
polyn�me homog�ne de degr� 1) : En effet, V est un hyperplan si et seulement si
C(V) = V(F) avec F de degr� 1. Puisque l'origine appartient � C(V), le
polyn�me F est n�cessairement homog�ne et on sait alors que C(V) = V(F) si et
seulement si V = Vp(F).

¥ Une vari�t� lin�aire projective non vide est un ensemble alg�brique d�fini par
des polyn�mes homog�nes de degr� 1 : On sait qu'un sous-espace projectif non
vide est une intersection d'hyperplans.

1.4.3. Proposition. Si V « Ên est une hypersurface distincte de Ên-1 (resp. un
ensemble alg�brique, resp. un hyperplan distinct de Ên-1, resp. une vari�t�
lin�aire), alors V*  est une hypersurface (resp. un ensemble alg�brique, resp.
un hyperplan, resp. une vari�t� lin�aire). De plus, toute hypersurface (resp.
ensemble alg�brique, resp. hyperplan, resp. toute sous-vari�t� lin�aire de Ån)
est la partie affine d'une hypersurface, d'un ensemble alg�brique, d'un
hyperplan, respectivement d'une sous-vari�t� lin�aire) de Ên.

D�monstration : On a vu que si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], alors
Vp(S)*= V(S*). De plus, si F est un polyn�me homog�ne non constant tel que
F* = c ‘ k, alors F = Xm

n +1(F*)
* = cXm

n +1Êet V(F) = Ên-1. Aussi, si F est une
forme lin�aire et V(F) ≠ Ên-1, alors F* est n�cessairement de degr� 1. Enfin, si
S est une partie de k[X1, . . . , Xn], on peut �crire V(S) = ıV(F) = [ı V(F*)]*.

1.4.4. Les sous-ensembles alg�briques propres de Ê1 sont les ensembles finis :
Remarquons que C(Å1) = Å2\(OX) Ù {O} n'est pas alg�brique car son
intersection avec la droite d'�quation X = 1Ên'est pas finie. Il suit que Å1Ên'est
pas un sous-ensemble alg�brique de Ê1. Si VÊest un sous-ensemble alg�brique
infini de Ê1, alors V* est un sous-ensemble alg�brique infini de Å1Êet on a donc
V* = Å1Êsi bien que Å1 « V. Puisque Å1 ≠ V, on a V = Ê1.

1.5. Fonctions polynomiales, changement de coordonn�es

1.5.1. D�finitions. Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, une fonction f :
V #@ kÊest polynomiale s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn], telle que pour tout P ‘ V,
on ait f(P) = F(P). Leur ensemble se note k[V]. Soient W « Åm un autre
ensemble alg�briqueÊet ƒ : W #@ V, P ò@ (f1(P), . . . , fn(P)) une application
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quelconque. On dit que les fonctions f1, . . . , fn : W #@ k sont les composantes
de ƒ , et on consid�rera aussi parfois ƒ comme un vecteur ligne [f1, . . . , fn]. On
dit que ƒ est une application polynomiale si ses composantes sont des fonctions
polynomiales. L'ensemble des applications polynomiales de W dans V se note
Hom(W, V).

¥ Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, les fonctions coordonn�es xi : V
#@ k, P =: (a1, . . . , an) ò@ ai, pour i = 1, . . . , nÊsont des fonctions
polynomiales : Ces fonctions sont induites par les polyn�mes Xi.

¥ La projection V | W #@ V est une application polynomiale : Si V « Ån, les
composantes de la projection sont les fonctions coordonn�es x1, . . . , xnÊsur V |
W .

¥ Si V « ÅnÊet W « Åm sont deux sous-ensembles alg�briques, une application ƒ
: W #@ V est polynomiale si et seulement si elle se prolonge en une application
polynomiale ‡ : Åm #@ Ån : En effet, une application polynomiale de WÊdans
VÊest une application dont les composantes se prolongent en des fonctions
polynomiales sur Åm.

¥ Si ƒ : W #@ V est une application polynomiale et V' (resp. W') est un sous-
ensemble alg�brique de VÊ(resp. W) tel que ƒ(W') « V', alors l'application
induite ƒ' : W' #@ V' est une application polynomiale : C'est une cons�quence
imm�diate de la remarque pr�c�dente.

1.5.2. Proposition. La compos�e de deux applications polynomiales est une
application polynomiale.

D�monstration : On se donne donc ¥ : Z #@ W et ƒ : W #@ V polynomiales et
on veut montrer que ƒ Ï ¥ est polynomiale. Si ƒ et ¥ se prolongent
respectivement en Í : År #@ Åm et ‡ : Åm #@ Ån, polynomiales, alors ¥ Ï ƒ
se prolonge en ‡ Ï Í. Il suffit donc de montrer que ‡ Ï Í est polynomiales
lorsque ‡ et Í le sont. Puisque cette condition se v�rifie sur les composantes, il
suffit de montre que si Í : År #@ Åm est polynomiale, disons Í = [G1, . . . ,
Gm], et si F ‘ k[X1, . . . , Xm], alors F Ï Í est polynomiale. Il suffit alors de
remarquer que si P ‘ År, on a F((Í(P)) = F(G1(P), . . . , Gm(P)) = F(G1, . . . ,
Gm)(P).
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¥ L'image r�ciproque d'une hypersurface par une application polynomiale ‡ :
Åm #@ Ån est soit vide, soit Åm, soit une hypersurface : Nous venons de voir
que si F ‘ k[X1, . . . , Xm], alors F Ï ‡ =: G ‘ k[X1, . . . , Xn]. Il suit que si V = V(F),
alors ‡-1(V) = V(G).

¥ L'image r�ciproque d'un ensemble alg�brique affine par une application
polynomiale est alg�brique : C'est une cons�quence du r�sultat pr�c�dent car
l'image r�ciproque commute aux intersections.

1.5.3. D�finitions. Une application polynomiale est un isomorphisme si elle est
bijective et si sa r�ciproque est une application polynomiale. Deux ensembles
alg�briques sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de l'un sur l'autre.
Une application polynomiale ƒ :  W #@ V est une immersion ferm�e si ƒ induit
un isomorphisme de W sur un sous-ensemble alg�brique de V.

¥ Si ƒ : W #@ V est un isomorphisme, V'Êun sous-ensemble alg�brique de V et
W' := ƒ-1(V'), alors l'application induite W' #@ V' est aussi un isomorphisme :
C'est une application polynomiale bijective et sa r�ciproque qui est induite par
la r�ciproque de ƒÊest aussi polynomiale.

1.5.4. Proposition. Soient V et W des ensembles alg�briques affines, ‚ « V | W et
π  : ‚ #@ W la compos�e de l'inclusion ‚ Ã@ V | W et de la projection V | W
#@ V. Alors les conditions suivantes sont �quivalentes :

(i) ‚ est le graphe d'une application polynomiale de V vers W

(ii) π est un isomorphisme d'ensembles alg�briques.

D�monstration : ÊOn sait que ‚ est le graphe d'une application ƒ : V #@ WÊsi et
seulement si π est bijectiveÊet qu'alors ƒ Êest l'application compos�e de π-1 : V
#@ ‚, de l'inclusion ‚ Ã@ V | W et de la projection V | W #@ W. En
particulier, si π est un isomorphisme d'ensembles alg�briques, alors ƒÊest
polynomiale comme compos�e d'applications polynomiales. R�ciproquement,
si ƒÊest polynomiale, ses composantes sont induites par des polyn�mes F1, . . . ,
FmÊet on a donc ‚ = (V | W) ı Z o� Z  = V(Xn+1 - F1, . . . , Xn+m - Fm), ce qui
montre que ‚ est alg�brique. De plus, π-1Êest induit par (X1, . . . , Xn, F1, . . . , Fm)
et πÊest donc bien un isomorphisme.

1.5.5. D�finitions. Un changement de coordonn�es affines est une application
affine bijective de Ån sur lui m�me.
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¥ Soient V « ÅnÊ et W « Åm des sous-vari�t�s lin�aires. Une application ƒ : W
#@ V est affine si et seulement si c'est une application polynomiale induite
par des polyn�mes de degr� au plus 1 : Puisque toute application affine ƒ : W
#@ VÊse prolonge en une application affine Åm #@ Ån, on peut supposer que
V = Ån et W = Åm . Une application ‡ : Åm #@ Ån est affine si et seulement si il
existe 

@
‡  : km #@ knÊlin�aire telle que ‡(P) = ‡(O) + 

@
‡(

@
OP) . C'est � dire si et

seulement si il existe des åijÊet des ai tels que ‡(b1, . . . , bm) = (œå1j bj + a1, . . . ,
œånj bj + an). Autrement dit, ‡Êest affine si et seulement ses composantes sont
des polyn�mes œå1j Xj + a1 de degr�s au plus 1.

¥ Toute application affine bijective entre vari�t�s lin�aires est un
isomorphisme : Nous savons qu'une application affine est polynomiale, que la
r�ciproque d'une application affine bijective est affineÊet qu'une application
induite par une application polynomiale est polynomiale.

¥ Toute sous-vari�t� lin�aire de dimension d de An est isomorphe � Ad : Nous
savons que si deux espaces affines ont m�me dimension (finie), il existe une
application lin�aire bijective de l'un sur l'autre.

1.5.6. D�finition. Un changement de coordonn�es projectives est une
homographie de Ên sur lui m�me. On dit que deux sous-ensembles alg�briques
de Ên sont projectivement �quivalents s'il existe un changement de
coordonn�es projectives qui les �change.

¥ Si ‡ est une homographie et V un ensemble alg�brique projectif, alors ‡-1(V)
est alg�brique : En effet, on a C(‡-1(V)) = ‡-1(C(V)).

1.6. Topologie de Zariski sur un ensemble alg�brique

1.6.1. D�finition. La topologie de Zariski sur un ensemble alg�brique (affine ou
projectif) V est la topologie pour laquelle les ferm�s sont les sous-ensembles
alg�briques de V. Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], on dit que D(F) = Ån \ V(F) est un ouvert
principal de Ån. Enfin, la fermeture alg�brique d'une partie A de V est
l'adh�rence de A dans V.
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¥ Si W est un sous-ensemble alg�brique de V, la topologie de Zariski sur W est
induite par la topologie de Zariski sur V : Si Z est ferm� dans V, alors Z ı WÊ est
ferm� dans W. Si Z est ferm� dans W  alors Z est ferm� dans V et on a Z = Z ı W.

¥ Si F ≠ 0 ‘ k[X1, . . . , Xn], alors D(F) est un ouvert non vide de Ån : En effet,

puisque k est infini, V(F) ≠ Ån.

¥ La topologie de Zariski sur Ån est la topologie induite par la topologie de
Zariski sur Ên : Nous avons vu que la partie affine d'un ensemble alg�brique
projectif est alg�brique et que tout ensemble alg�brique affine est la partie affine
d'un ensemble alg�brique projectif.

¥ Une application polynomiale entre ensembles alg�briques affines est
continue : Nous avons vu que l'image r�ciproque d'un ensemble alg�brique par
une application polynomiale est alg�brique.

¥ Une homographie est continue : On a vu que l'image r�ciproque d'un
ensemble alg�brique est alg�brique.

¥ Les ferm�s propres d'une droite ou d'une courbe affine plane de la forme
V(F) avec F irr�ductible, sont les ensembles finis. En particulier, toute partie
infinie est dense : Le cas affine a d�j� �t� trait� et une droite projective est
hom�omorphe � Ê1 par une homographie.

¥ Si V et W sont deux ensembles alg�briques affines infini, la topologie de
Zariski sur V | W est strictement plus fine que la topologie produit des
topologies de Zariski sur V et sur W! En particulier, une application Z #@ V |
W dont les composantes sont continues n'est pas n�cessairement continue!

1.6.2. D�finition. Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, on dit que la
fermeture alg�brique V*Êde V dans Ên est la fermeture projective de V. On dit
que le lieu � l'infini de V* est le lieu � l'infini de V. Si P est un point � l'infini de
V « Å2, on peut voir P comme un point de Ê1 et donc comme une droite de k2.
C' est ce que l'on appelle une direction asymptotique pour V.

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine, alors V « (V*)* : On a V =  V ı Ån « V*

ı Ån «(V*)*.
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¥ Si V est un ensemble alg�brique projectif, alors (V*)
* « V : On a V* = V ı Ån «

V et donc (V*)
* « V car V est ferm� dans Ên.

1.6.3. Proposition. Si V et W sont des ensembles alg�briques affines, la
projection p  : V | W #@ V est une application ouverte.

D�monstration : On a V « Ån et W « Åm et donc V | W « Ån+m. Si Q = (b1, . . . ,
bm) ‘ Åm et F ‘ k[X1, . . . , Xn+m], on pose

FQ := F(X1, . . . , Xn, b1, . . . , bm) ‘ k[X1, . . . , Xn].

Soit U « V | W un ouvert. Si Z est le compl�mentaire de U dans V | W , on peut
�crire Z := V(S) avec S « k[X1, . . . , Xn+m]. Nous allons montrer que le
compl�mentaire de p(U) dans V est un sous-ensemble alg�brique de V. Soit P ‘
V. On a

P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W,(P, Q) ’ U
P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W, (P, Q) ‘ Z
P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W, ◊ F ‘ S,  F(P, Q) = FQ(P) = 0.

On voit donc que le compl�mentaire de p(U) dans V est l'ensemble alg�brique V
ı V(T) avec T = {FQ, Q ‘ W, F ‘ S} « k[X1, . . . , Xn].

Corollaire. Si n > 0, alors tout ouvert non vide de Ån est infini.

En utilisant la projection p  : Ån #@ Å1Êon se ram�ne au cas n = 1.
Puisque k est infini, il suffit alors de rappeler que tout ferm� propre de Å1 est
fini.

1.6.4. Th�or�me. (k alg�briquement clos) Soit H une hypersurface de Ån ou de
Ên. Alors, H ≠ ØÊsi n ≥ 1 et estÊinfinie si n ≥ 2.

D�monstration : On d�montre d'abord le r�sultat suivant :

¥ Soit H une hypersurface de Ån. S'il n'existe pas d'hypersurface H' de Ån-1

telle que H = H' | (OXn) et si p  : Ån #@ Ån-1 est la projection, alors p(H)
contient un ouvert non vide de Ån-1 : On �crit F = FdXd

n + Fd-1Xd
n -1 + . . . +

F0Êavec F0, F1, . . . , Fd ‘ k[X1, . . . , Xn-1] et Fd ≠ 0. Si d = 0, on a F = F0  ‘ k[X1, . . .
, Xn-1]Êet donc V = V(F0) |  (OXn). Si d > 0, p(H) contient D(Fd), qui est un
ouvert non vide : en effet, si Fd(a1, . . . , an-1) ≠ 0, alors le polyn�me F(a1, . . . ,
an-1, T) ‘ k[T]Êest non constant et poss�de donc une racine an dans k qui est
alg�briquement clos. Il suit que (a1, . . . , an) ‘ H et donc que (a1, . . . , an-1) ‘

p(H).
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On d�montre ensuite le th�or�me dans le cas affine : On proc�de par
r�currence sur n. Le lieu des z�ros d'un polyn�me non constant en une
variable sur un corps alg�briquement clos est non vide. Le th�or�me est donc
vrai si n = 1. Supposons le th�or�me d�montr� pour � l'ordre n - 1. Si H = H' |
LÊo� H' est une hypersurface de Ån-1 et L une droite, alors H est infini comme
produit d'un ensemble non vide par un ensemble infini. Sinon, p(H)Êcontient
un ouvert non vide et donc infini de Ån-1Êet H est n�cessairement infini.

Il reste � traiter le cas projectif : Quitte � faire un changement de
coordonn�es, on peut supposer H ≠ Ên-1. On a alors H Ç H*Êqui est une

hypersurface de Ån.

1.7. Ensembles alg�briques irr�ductibles

1.7.1. Un ensemble alg�brique est dit irr�ductible s'il est irr�ductible pour la
topologie de Zariski.

¥ Si ‡  est un changement de coordonn�es (affines ou projectives)Êet si V est un
ensemble alg�brique irr�ductible, alors ‡-1 (V)Êaussi : On sait que ‡ est un
hom�omorphisme.

¥ Soit ‚ le graphe d'une application polynomiale ƒ : V #@ W. Alors, ‚Êest
irr�ductible si et seulement si V est irr�ductible : En effet, on sait que ‚ est
isomorphe, et donc hom�omorphe � V.

¥ Les droites et les courbes affines planes infinies de la forme C = V(F) avec F
irr�ductible sont irr�ductibles : Les ferm�s propres sont les ensembles finis.

1.7.2. Proposition. Si V et W sont deux ensembles alg�briques affines
irr�ductibles, il en va de m�me de V | W.

D�monstration : Soit, pour i = 1, 2, Ui ≠ Ø un ouvert de V | W. Si p : V | W #@
V est la projection, alors p(Ui) ≠ Ø. Puisque V est irr�ductible, on a p(U1) ı
p(U2) ≠ Ø. Soit P ‘ p(U1) ı p(U2), pour i = 1, 2, U'i  := Ui ı P | W ≠ Ø et est
ouvert dans P | W. Si q : P | W @ W est la projection, alors q(U'i ) ≠ Ø. Puisque
W est irr�ductible, on a q(U'1 ) ı q(U'2 ) ≠ Ø. Si Q ‘ q(U'1 ) ı q(U'2 ), on a (P, Q)
‘ U'1  ı U'2  « U1 ı U2Êqui n'est donc pas vide.

Corollaire. Toute vari�t� lin�aire affine est irr�ductible.
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ÊPuisque toute vari�t� lin�aire affine est isomorphe � Åd et qu'un produit
d'ensembles affines irr�ductibles est irr�ductible, on est ramen� au cas de Å1.

1.7.3. Proposition. Soit V un ensemble alg�brique projectif non vide. Alors C(V)
est irr�ductible si et seulement si V est irr�ductible.

D�monstration : Si C(V) est irr�ductible et si V = V1 Ù V2  avec V1 et
V2Êalg�briques, alors C(V) = C(V1 Ù V2) = C(V1) Ù C(V2) si bien que C(V) =
C(V1)Ê (ou C(V2)) et donc V = V1. R�ciproquement, si C(V) = V(S1) Ù V(S2), on
sait que quel que soit P ‘ V, on a P « V(S1) ou P « V(S2) si bien que P ‘ Vp(S1)
ou P ‘ Vp(S2). On voit donc que V « Vp(S1) Ù Vp(S2) et il suit que si V est
irr�ductible, on a V « Vp(S1) (ou Vp(S2)). On en d�duit que C(V) « C(Vp(S1)) «
V(S1).

Corollaire. Toute vari�t� lin�aire projective non vide est irr�ductible.

En effet, le c�ne d'une telle vari�t� est une vari�t� lin�aire affine.

1.7.4. Partie affine et fermeture projective d'un ensemble alg�brique
irr�ductible :

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine irr�ductible alors V* est aussi
irr�ductible : En effet, V est une partie dense de V*.

¥ Si VÊest un sous-ensemble alg�brique irr�ductible de Ên non contenu dans
 Ên-1, alors V* est irr�ductibleÊet (V*)

* = V : On sait d�j� que (V*)
* « V et on a V

« (V*)
* Ù Ên-1Êsi bien que V « (V*)

*. On a donc bien (V*)
* = V. De plus, V*Êest

un ouvert non vide de VÊet donc irr�ductible.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - EXERCICES

1.1. Courbes alg�briques r�elles planes ((((kkkk    ====    ÈÈÈÈ))))

1.1.1. Tracer la courbe affine plane d'�quation Y2 = X3Êen consid�rant son
intersection avec les droites vectorielles.

1.1.2. Idem avec Y2 = X3 + X2.

1111....1.3. Idem avec Y2 + X3 + X2 = 0.

1.1.4. Idem avec Y2 = X2 - X4.

1.1.5. Idem avec Y2 = X4 - X6.

1111....1.6. Idem avec (X2 + Y2)
3
 = 4X2Y2.

1.2. Courbes param�tr�es

1.2.1. La courbe param�tr�e C ={(t, t2, t3), t ‘ k} « Å3 est elle alg�brique?

1111....2.2. Idem avec C = {(t, t2, 1/t), t ‘ k* } « Å3.

1111....2.3. Idem avec C = {(t2, t3), t ‘ k} « Å2.

1111....2.4. Idem avec C = {(t3, t4, t5), t ‘ k} « Å3.

1111....2.5. (k = È) Idem avec C  = {(t2, t4), t ‘ k} « Å2.

1111....2.6. (k = È) Idem avec C  = {(t, sin t), t ‘ k} « Å2 .
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1111....2.7. Idem avec C := {(tÖd1, . . . , tÖdn), t ‘ k} « Ån, d1, . . . , dn strictement positifs

premiers entre eux.

1.2.8. La courbe r�elle plane C d'�quation polaire r = 1Êest elle alg�brique?

1111....2.9. Idem avec r = ∆.

1111....2.10. Idem avec r = sin 2∆.

1111....2.11. Idem avec r = sin n∆, n impair.

1.3. Ensembles alg�briques affines et vari�t�s lin�aires

1.3.1.    (Car k ≠ 2) D�terminer les intersections de la courbe affine plane C
d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) avec les droites d'�quation X = a
ainsi qu'avec les diagonales fl et fl'Êd'�quations respectives Y = X et Y = -X.

1.3.2. Montrer que C  = {(t, t2, t3), t ‘ k} « Å3 n'est contenu dans aucun plan de
A3.

1.3.3. D�terminer toutes les droites contenues dans la surface S d'�quation X3 =
YZ dans Å3.

1111....3.4. Montrer que le sous-ensemble alg�brique V de Å3Êd�fini par X3 = YZ et Y2

= XZ contient une unique droite.

1.3.5. Soient S1 et S2 « Å3 les cylindres d'�quations respectives X 2 + Y 2 = 1 et X 2

+ Z 2 = 1. Montrer que C := S1 ı S2 est contenu dans la r�union de deux plans.

1.3.6. Soit C une courbe plane d'�quation F = 0 et fl la droite de pente (finie) cÊdu
plan affine passant par le point (a, b) de C. Montrer que la premi�re projection
induit une bijection de C ı fl sur les racines du polyn�me G := F(X, c(X - a) +
b) ‘ k[X].

1.3.7. Montrer que si la droite fl de pente finie c coupe la courbe C d'�quation Y2

= X3 - X en trois points distincts P, P' et P" d'abscisses respectifs a, a' et a",
alors a + a' + a" = c2.
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1111....4. Ensembles alg�briques projectifs

1.4.1. Montrer que C := {(a2; ab; b2), a, b ‘ k, (a, b) ≠ 0} est une courbe
projective plane.

1.4.2. Montrer que C := {(a3; a2b; ab2; b3)), a, b ‘ k, (a, b) ≠ 0} est un sous-
ensemble alg�brique de Ê3.

1111....4.3. Montrer que S := {(a2; ab; ac; b2; bc; c2), a, b, c ‘ k, (a, b, c) ≠ 0} est un
sous-ensemble alg�brique de Ê5. C'est la surface de Veronese.

1.4.4. Montrer que S := {(ac; ad; bc; bd), a, b, c, d ‘ k, (a, b) ≠ 0, (c, d) ≠ 0} est
une surface projective.

1.5. Applications polynomiales

1.5.1. Soit C la courbe affine plane d'�quation XY = 1. Montrer que toute
application polynomiale de Ån dans C est constante.

1.5.2. Montrer que la courbe affine plane d'�quation Y = X2 est isomorphe � A1.

1.5.3. Montrer que la courbe param�tr�e C := {(t, t2, t3), t ‘ k} « A3 est
isomorphe � A1.

1.5.4. (k alg�briquement clos et car k ≠ 2) Montrer que toute courbe d'�quation
aX 2 + bXY + cY 2 + dX + eY + f = 0, avec a, b, c, d et e non tous nuls, est
isomorphe � une courbe d'�quation Y = 0, XY = 1, X2 = X ou XY = 0.

1111....5.5. (Car k ≠ 2) Soient C et C' les courbes affines planes d'�quations
respectives X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et 4X2  = (Y2 + 4Y)X - Y2. Montrer
que ‡ : Å2 #@ Å2, (a, b) ò@ (a, a + b - ab) induit un isomorphisme sur de C
sur C'.

1.5.6. Montrer que si D1 et D2 sont deux droites distinctes s�cantes du plan
affine, alors D1 Ù D2 est isomorphe � la courbe plane CÊd'�quation XY = 0.
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1111....5.7. Montrer que si D1, D2 et D3 sont trois droites distinctes concourantes du
plan affine, alors D1 Ù D2 Ù D3 est isomorphe � la courbe plane C d'�quation
XY(X - Y) = 0.

1.6. Fermeture alg�brique

1.6.1. D�terminer la fermeture alg�brique V de A = {(1, 1/t), t ‘ k* } « Å2.

1111....6.2. (k = È) Idem pour A = {(m, 0), m ‘ Á} « Å2.

1.6.3. (k = Â) Idem pour A = {z, æzæ  = 1} « Å1.

1111....6.4. Idem pour A = {(t2, t4), t ‘ k } « Å2.

1111....6.5. Idem pour A = {(t2, t + 1/ t), t ‘ k*} « Å2.

1111....6.6. (k = È) Idem pour A = {(t, sin t), t ‘ È}.

1111....6.7. (k = Â) Idem pour A = {(z, `z ), z ‘ Â}.

1.7. Topologie et applications polynomiales

1.7.1. Montrer que l'application ‡ :  Å1 #@ Å3, t ò@ (t2, t2(t2 - 1), t3) est un
hom�omorphisme de Å1 sur un ensemble alg�brique C  «  Å3.

1111....7.2. Idem avec ‡ :  Å1 #@ Å3, t ò@ (t2,  t3 - t2,  t5 ).

1.7.3. (k = È) Idem avec ‡ :  Å1 #@ Å2, t ò@ (t - t4, 1 - t3).

1.7.4. Soit C une courbe affine plane sur Â telle que la premi�re projection x : C
#@ Å1 soit injective. Montrer que x(C) est ouvert dans Å1.

1.8. Irr�ductibilit� des courbes planes
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1.8.1. (k = È) Montrer que le polyn�me Y2 +  X2(X - 1)2 est irr�ductible mais
que la courbe affine d'�quation Y2 +  X2(X - 1)2 = 0 est r�ductible.

1.8.2. (k = È) Montrer que le polyn�meÊX3 + X - X2Y - Y est r�ductible mais
que la courbe affine d'�quation X3 + X - X2Y - Y = 0 est irr�ductible.

1.8.3. Montrer que la droite affine et les courbes affines planes d'�quations XY =
1, X2 = X et XY = 0 sont deux � deux non isomorphes.

1.8.4. (k = Â) Montrer que deux coniques projectives irr�ductibles sont
projectivement �quivalentes.

1.8.5. (k = Â) D�terminer les valeurs de a, b, c, d, e et f ‘ k pour lesquelles la
conique C d'�quation aX 2 + bXY + cY 2 + dX + eY + f = 0 (a, b, et c non tous
nuls) est irr�ductible.

1.8.6. (k alg�briquement clos) Si ¬  ‘  k, montrer que la cubique d'�quation Y2 =
X(X - 1)(X - ¬) est irr�ductible.

1.8.7. Montrer que la courbe C d'�quation (X2 + XY + Y2)(X2 + Y2) + X3 + Y3 = 0
est irr�ductible sur Â. En va-t-il de m�me sur un corps alg�briquement clos de
caract�ristique 2?, de caract�ristique 3?

1.8.8. (k alg�briquement clos) Montrer que la courbe affine plane C d'�quation
X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) est irr�ductible.

1.8.9. Montrer que la courbe r�elle plane C d'�quation polaire r = sin n∆, n
impair est irr�ductible.

1.8.10. Montrer que la courbe r�elle plane C d'�quation polaire r = sin 2∆ est
irr�ductible.

1.9. Irr�ductibilit� des courbes param�tr�es

1.9.1. Soient d1, . . . , dn des entiers strictement positifs premiers entre eux et C

:= {(tÖd1, . . . , tÖdn), t ‘ k} « Ån. Montrer que C est un ensemble alg�brique
irr�ductible.
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1.9.2. Montrer que la courbe param�tr�e C = {(t2, t2(t2 - 1),  t3 ), t ‘ k}Êest
irr�ductible.

1111....9.3. Idem avec C = {(t2,  t3 - t2,  t5 ), t ‘ k}.

1.9.4. Idem avec C = {(t - t4, 1 - t3), t ‘ k}.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - CORRIGES

1.1.4. On a
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(Y2 - X2 + X4, Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V((tX)2 - X2 + X4, Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(X2(X2 + t2 - 1), Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(X2, Y - tX) Ù V(X2 + t2 - 1, Y - tX)

= 


 {O, ( 1 - t2, t 1 - t2), (- 1 - t2, -t 1 - t2)}siÊætæ ≤ 1
 
{O}Êsinon.

 

On v�rifie aussi que V(Y2 - X2 + X4) ı V(X) = {O}. On voit donc que la
courbe affine plane d'�quation Y2 = X2 - X4Ês'obtient par sym�trie centrale de
centre O � partir de la courbe param�tr�e

 


 x =  1 - t2

 
y = t 1 - t2.

 

Celle ci est d�finie pour ætæ ≤ 1. Comme x est paire et y impaire, on peut
limiter l'intervalle d'�tude � [0, 1] et faire une sym�trie d'axe (OX). Les
fonctions x et y sont d�rivables pour t ≠ 1avec x' = -t/ 1 - t2  et y' = (1 -
2t2)/ 1 - t2  si bien que la pente de la courbe est donn�e par m : = y'/x'= (2t2 -
1)/t. En particulier, celle ci s'annule pour t = 2 /2 , c'est � dire au point de
coordonn�es ( 2 /2 , 1/2). On trace donc l'arc qui part du point (1, 0) avec une
pente verticale, passe par le point ( 2 /2 , 1/2) avec une pente horizontale et
arrive en O avec la pente -1. Il ne reste plus alors qu'a effectuer les sym�tries
d'axe (OX) et de centre O.

1111....2.1. Il est clair que (a, b, c) ‘ C si et seulement si b = a2 et c = a3. On a doncÊC
= V(Y - X2, Z - X3).

1111....2.2. On v�rifie que C = V(Y - X2, XZ - 1).
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1.2.4. Montrons que C = V(X3 - YZ, Y2 - XZ, Z2 - X2Y) : L'inclusion directe est
imm�diate. R�ciproquement, soit (a, b, c) ‘ Å3Êtel que a3 = bc, b2 = acÊet c2 =
a2b. Si a = 0, alors b = c = 0Êet P ‘ C. Sinon on pose t = b/a et on remplace b par
at. On obtient a3 = atc, a2t2 = acÊet c2 = a3t. On voit donc que a2 = ct, at2 = c et c2 =
a3t. Il en r�sulte que at3 = at2t = ct = a2 si bien que a = t3 et finalement b = at =
t4, c = at2 = t5.

1111....2.7. On a C = V ({XÖi
dj - XÖj

di }i,j = 1,...,n) : L'inclusion directe est claire. D'autre

part, puisque les dÖi sont premiers entre eux, il existe des entiers cÖ1, . . . , cÖn tels

que fin
i=1 cidi = 1111.... Soit P : = (aÖ1, . . . , aÖn) ‘ V ({XÖi

dj - XÖj
di }i,j = 1,...,n). Si l'un des ai

est nul, on pose t = 0 et sinon, on pose t = Œn
i=1ai

ci. On v�rifie facilement que P =

(tÖd1, . . . , tÖdn).

1111....2.10. Soit P un point du plan affine r�el de coordonn�es polaires r et ∆. Si P ‘
C, alors r = sin 2∆ = 2sin∆cos∆. En multipliant par r2 et en �levant au carr�, on
trouve que P est sur la courbe d'�quation (X2 + Y2)

3
 = 4X2Y2. R�ciproquement,

si P est sur cette courbe, alors ±r = sin 2∆. On a donc, soit r = sin 2∆, soit -r =
sin2∆ = sin2(∆ + π). Puisque le point P et le point de coordonn�es polaires -r et ∆
+ π sont identiques, on voit que P ‘ C.

1111....2.11. On a

sin n∆ = ∏
k=0

n-1
 (sin ∆ + tankπ

n .cos ∆) .

On en d�duit facilement que C est la courbe alg�brique d'�quation

(X2 + Y2)
(n+1)/2

 = ∏
k=0

n-1
 (Y + tankπ

n .X) 

1111....3.1.    L'intersection de la droite d'�quation X = a avec C est donn�e par X = a et
X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1), soit encore X = a et (a -1)2Y2 - 2a(a+1)Y + a2

= 0. Si a = 1, on voit que C et la droite se rencontrent au point (1, 1/4). Sinon, on
calcule le discriminant et on trouve fl = 4a3. On voit donc que si a = 0, la droite
coupe C a l'origine, si a est un carr� non nul, la droite coupe C au point (a,
a/(1± a )2) et que si a n'est pas un carr�, la droite ne coupe pas C.
L'intersection de C avec fl est donn�e par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et Y =
X, ou encore X4 = 4X3 et Y = X. On voit donc que C ı fl est compos� de O et de (4,
4). L'intersection de C avec fl' est donn� par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et
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Y = -X, ou encore X4 = -4X2 et Y = -X. On voit donc que C ı fl' est r�duite � O si
-1 n'est pas un carr� et compos� des trois points O, (2i, -2i) et (-2i, 2i) sinon.

1111....3.2. Supposons qu'il existe un plan P = V(åX + ∫Y + ¤Z + ∂) tel que C « P.
Alors pour tout t ‘ k, on aurait åt + ∫t2 + ¤t3 + ∂ = 0. Puisque k est infini, on
aurait donc å = ∫ = ¤ = ∂ = 0. Contradiction.

1.3.3. Si D : = {(a + åt, b + ∫t, c + ¤t), t ‘ k} est une droite contenue dans S, on a
pour tout t ‘ k, (a + åt)3 = (b + ∫t)(c + ¤t). Puisque k est infini, on a n�cessai-
rement å = 0 et donc pour tout t ‘ k, a3 = (b + ∫t)(c + ¤t). On en d�duit que ∫¤ =
0. Si ∫ = 0, alors ¤ ≠ 0 et pour tout t ‘ k, a3 = b(c + ¤t). On voit donc que b = 0 et il
en r�sulte que a = 0. On obtient donc D = {(0, 0, c + ¤t), t ‘ k} = (OZ). De m�me,
si ¤ = 0 on trouve D = (OY). Puisque ces deux axes sont bien contenus dans S,
ce sont les seules droites contenues dans S.

1.3.4. C'est l'axe des Z : si D est une droite contenue dans V, alors D est
contenue dans la surface S d'�quation X3 = YZ. On sait alors que D = (OY) ou D
= (OZ) et on v�rifie que (OZ) « V mais que (OY) » V.

1111....3.6. L'intersection C ı fl est donn� par Y = c(X - a) + b et F(X, Y) = 0, soit en-
core Y = c(X - a) + b et G(X) = 0. On voit donc que la premi�re projection induit
bien une bijection de C ı fl sur les racines de G.

1.3.7. L'application qui a un point du plan associe son abscisse induit une bijec-
tion de C ı fl sur l'ensemble des racines de (c(X - a) + b)2 - (X3 - X) = -X3 +
c2X2 + . . . L'�galit� annonc�e provient donc de la formule donnant la somme
des racines d'un polyn�me.

1.4.4. Si a, b, c, d ‘ k, on a (ac)(bd) = (ad)(bc), ce qui montre que S est contenu
dans la surface d'�quation XT = YZ. R�ciproquement, soit P : = (å; ∫; ¤; ∂) ‘ Ê4

tel que å∂ = ∫¤. Si ¤ ≠ 0, on pose a = å, b = ¤, c = 1et d = ∂/¤, si bien que (ac; ad;
bc; bd) = (å; å∂/¤; ¤; ∂)= P avec b, c ≠ 0. Si ¤ = 0 et å ≠ 0, on pose a = 1, b = 0, c =
å et d = ∫ si bien que (ac; ad; bc; bd) = (å; ∫; 0; 0) = P avec a, c ≠ 0. Enfin, si ¤ =
å = 0, on pose a = ∫, b = ∂, c = 0 et d = 1 si bien que (ac; ad; bc; bd) = (0; ∫; 0; ∂)
= P avec d ≠ 0 et a ou b ≠ 0 car (0, ∫, 0, ∂) ≠ 0.

1111....5.5. Dire que (a, b) ‘ C et que ‡(a, b) = (a, c) signifie que a2b2 + a2 + b2 =
2ab(a + b + 1) et que c = a + b - ab, ou encore que 4ab = (a + b - ab)2 et que c =



CAL - Chapitre 1- Corrig�s - juin 4, 1999

a + b - ab, ce qui s'�crit encore 4ab = c2 et b = c - a - c2/4. On obtient
finalement 4a2  - (c2 + 4c)a + c2 = 4a2  - 4(a + b)a + ab = 0 et b = c - a - c2/4.
On voit donc que ‡ est une bijection de C sur C' et que la r�ciproque est induite
par l'application polynomiale (a, c) ò@ (a, c - a - c2/4). Cela signifie bien que
‡ induit un isomorphisme de C sur C'.

1111....5.6. On peut toujours trouver une application affine bijective ‡ du plan dans
lui m�me qui transforme D1 et D2 en les axes des coordonn�es. C'est un iso-
morphisme de D1 Ù D2  sur C.

1111....6.1. Puisque k est infini, A est infini et contenu dans la droite d'�quation X =
1. Puisque les ferm�s propres d'une droite sont finis, on voit que V est la droite
d'�quation X = 1.

1111....6.3. Comme A est infini, V est un sous-ensemble alg�brique infini de Å1,
donc V = Å1.

1.6.4. Puisque k est infini, A est infini et A « V(Y - X2) avec Y - X2 irr�ductible.
Il suit que V est la parabole d'�quation Y = X2.

6.6. Pour tout b ‘ [-1, +1], l'intersection de A avec la droite d'�quation Y = b est
infinie. Donc si A « V(S) et F  ‘  S, Y - b divise F. Comme ceci vaut pour une
infinit� de valeurs de b, on en d�duit F  =  0. On a donc F = 0 et V(S) = Å2.

1.7.1. Si ‡(t) = : P = : (a, b, c), on a b = a(a - 1) et c2 = a3 d'o�

 ‡(Å1) «  C : = V( Y - X(X - 1) , Z2 - X3 ).

Inversement, si P = : (a, b, c)  ‘  C, on pose t = 0 si a = 0 et t = c/a sinon. On
v�rifie facilement que P ò@ t est un inverse pour ‡. Il en r�sulte que ‡ est une
bijection de Å1 sur C = V( Y - X(X - 1) , Z2 - X3 ). Puisque ‡Êest polynomiale,
elle est continue. Enfin, l'image d'un ferm� de Å1Êpar ‡ est soit fini soit �gale �
C, et donc ferm�e. Cela montre que ‡ est une application continue bijective
ferm�e, et donc un hom�omorphisme.

1111....7.3. Si t ‘ È et P : = (a, b) : = ‡(t), on a a = bt. On en d�duit que a3= b3t3 et il
suit que b4 = b3(1 - t3) = b3 - b3t3 = b3 - a3. On voit donc que P est sur la courbe
C d'�quation Y4 = Y3 - X3. R�ciproquement, soit P = : (a, b) ‘ C. Si P = O, on
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pose t = 1. Sinon, on a b ≠ 0 et on pose t : = a/b. Dans les deux cas, on v�rifie
ais�ment que P = ‡(t). Puisque ‡ est clairement injective, cette
applicationÊinduit une bijection de Å1Êsur C. Puisque ‡ est une application
polynomiale, elle est continue. C'est un hom�omorphisme car elle est ferm�e.

1.7.4. Puisque la premi�re projection x : C #@ Å1 est injective, la courbe C ne
peut pas �tre le produit d'une partie de Å1 et de l'axe des Y. On sait qu'alors,
x(C) contient un ouvert non vide. En passant aux compl�mentaires, on voit que
le compl�mentaire Z de x(C) dans Å1 est contenu dans un ferm� propre.
Puisque les ferm�s propres de Å1 sont les ensembles finis, on voit que Z est fini
(ou vide) et donc ferm�. Il suit que x(C) est ouvert.

1.8888....6666....    Le polyn�me X(X - 1)(X - ¬)Ê�tant de degr� impair ne peux pas �tre un
carr� dans k[X]. Il suit que le polyn�me Y2 - X(X - 1)(X - ¬) est unitaire de
degr� 2 en Y et sans racine dans k[X]. Il est donc est irr�ductible. Puisque k est
alg�briquement clos, C  est une courbe irr�ductible.

1.8.7. Les facteurs irr�ductibles du polyn�me (X2 + XY + Y2)(X2 + Y2) sont X -
jY, X - j2Y, X + iY et X - iY. Ceux de X3 + Y3 sont X + Y, X + jY et X + j2Y. On voit
donc que le polyn�me qui d�finit C est somme de deux polyn�mes homog�nes
sans facteurs communs de degr�s 4 et 3. Un tel polyn�me est toujours irr�duc-
tible. Puisque Â est alg�briquement clos, C est irr�ductible.

En caract�ristique 2, on a

(X2 + XY + Y2)(X2 + Y2) + X3 + Y3 = (X + jY)(X + j2Y)(X + Y)(X + Y + 1)

et C est donc compos�e des droites d'�quation X = jY, X = j2Y, X = Y et X = Y + 1.
En caract�ristique 3, les facteurs irr�ductibles du polyn�me (X2 + XY +

Y2)(X2 + Y2) sont X - Y, X + iY et X - iYÊet celui de X3 + Y3 est X + Y. On voit donc
comme sur Â que C est irr�ductible.

1.8.8. Si C n'�tait pas irr�ductible, on pourrait �crire X2Y2 - 2XY(X + Y) + (X -
Y)2 = (F + X - Y)(G + X - Y) avec F et G homog�nes de degr� 2. On aurait alors
(Y - X)(F + G) = 2XY(X + Y), ce qui est clairement impossible.

1.8.9. On sait que C est la courbe alg�brique d'�quation

(X2 + Y2)
(n+1)/2

 = ∏
k=0

n-1
 (Y + tankπ

n .X) .
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Puisque (X2 + Y2)
(n+1)/2

 et ∏
k=0

n-1
  (Y + tankπ

n .X)  sont homog�nes de degr�s respec-
tifs n + 1 et n, et n'ont pas de facteurs communs (les racines du premier poly-
n�me sont imaginaires et celles du second sont r�elles), l'�quation de C est ir-
r�ductible. D'autre part, il est clair que C est infinie et il en r�sulte que C est ir-
r�ductible.

1.8.10. On sait que CÊest la courbe d'�quation (X2 + Y2)
3
 = 4X2Y2. Il suffit alors

puisque C est infinie, de montrer que le polyn�me (X2 + Y2)
3
 - 4X2Y2Êest irr�-

ductible. En consid�rant les composantes homog�nes des facteurs �ventuels,
on voit que si ce polyn�me �tait r�ductible, on pourrait �crire (X2 + Y2)

3
 -

4X2Y2 = ((X2 + Y2)
2
 + F)(X2 + Y2 + G) avec F et G homog�nes de degr�s respec-

tifs 3 et 1. On aurait alors 0 = (X2 + Y2)
2
 G + F(X2 + Y2) et - 4X2Y2 = FG si bien

que F = -(X2 + Y2)GÊÊet 4X2Y2 = (X2 + Y2)G2. Contradiction.

1.9.1. La courbe C est irr�ductible comme image de Å1Êqui est irr�ductible par
l'application ‡ : A1 #@ An, t ò@ (tÖd1, . . . , tÖdn) qui est continue car polyno-
miale.

1.9.2. On sait que l'application ‡ :  Å1 #@ Å3, t ò@ (t2, t2(t2 - 1),  t3 )Êqui para-
m�tre C est un hom�omorphisme de Å1 sur C et que Å1 est irr�ductible.

1111....9.4. Puisque Å1 est irr�ductible, il en va de m�me de son image CÊpar ‡.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 2 - COURS

Id�al de d�finition, anneau de coordonn�es,
anneau local en un point

2.1. Id�al d'une partie de l'espace affine

2.1.1. D�finition. Si A « Ån, on dit que I(A) := {F ‘ k[X1, . . . , Xn], ◊ P ‘ A, F(P) =
0} est l'id�al de A dans Ån. On �crira aussi I(A « Ån).

¥ Si A « Ån, alors I(A)Êest un bien un id�al de k[X1, . . . , Xn]. C'est m�me un
id�al radical : Si F, G ‘ I(A) et P ‘ A , alors (F + G)(P) = F(P) + G(P) = 0. De
m�me, si F ‘ k[X1, . . . , Xn], G ‘ I(A) et P ‘ A , alors (FG)(P) = F(P)G(P) = 0.
Enfin, si Fr ‘ I(A) et P ‘ A, alors F(P)r = Fr(P) = 0 si bien que F(P) = 0 et donc F
‘ I(A).

2.1.2. Proposition. (i) On a I(Ø) = k[X1, . . . , Xn] et I(Ån) = 0.

(ii) Si {Aå}å‘I est un ensemble de parties de Ån, alors I(Ù
å

 Aå) = ı
å

  I(Aå).

(iii) Si A « B « Ån, alors I(B) « I(A).

(iv) Si S « k[X1, . . . , Xn], alors S « I(V(S)) et si A « Ån, alors A « V(I(A)).

D�monstration : Si A = Ø, la condition pour appartenir � I(A) est vide et on a
donc I(A) = k[X1, . . . , Xn]. Aussi, si F ‘ I(Ån), on a pour tout P ‘ Ån, F(P) = 0 et
donc F = 0 car k est infini. Cela d�montre l'assertion i). Pour l'assertion ii), on
remarque que

F ‘ I(Ù
å

 Aå) ssi ◊ P ‘ Ù
å

 Aå, F(P) = 0
F ‘ I(Ù

å
 Aå) ssi ◊ å ‘ A, ◊ P ‘ Aå, F(P) = 0

F ‘ I(Ù
å

 Aå) ssi ◊ å ‘ A, F ‘ I(Aå)
F ‘ I(Ù

å
 Aå) ssi F ‘ ı

å
  I(Aå)

L'assertion iii) se v�rifie ais�ment : si A « B « Ån et F ‘ I(B), alors pour tout P
‘ A, on a P ‘ B et donc F(P) = 0 si bien que P ‘ I(A). Enfin, on d�montre iv) : Si S
« k[X1, . . . , Xn], F ‘ S et P ‘ V(S) alors F(P) = 0 et donc F ‘ I(V(S)). De m�me,
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si A « Ån, P ‘ A et F ‘ I(A), alors F(P) = 0 et donc P ‘ V(I(A)).

2.1.3. De cette proposition, on d�rive ais�ment les propri�t�s suivantes de la no-
tion d'id�al d'une partie de l'espace affine :

¥ Si P est un point, alors I(P) est un id�al maximal. En fait, si P = (a1, . . . , an)
alors I(P) = (X1 - a1, . . . , Xn - an) : Il est clair que, pour tout i = 1, . . . , n, Xi - ai
‘ I(P). Puisque I(P)Êest un id�al, l'id�al maximal µ := (X1 - a1, . . . , Xn - an)
est contenu dans I(P). Il suffit alors de remarquer que I(P) est un id�al propre
car 1 ’ I(P).

¥ Une partie V de ÅnÊest alg�brique si et seulement si V(I(V)) = V : Si V =
V(I(V)), alors V est alg�brique par d�finition. R�ciproquement, si V est alg�-
brique, on peut �crire V = V(S) et on a S « I(V(S)) = I(V) si bien que V(I(V) «
V(S) = V. Puisque V « V(I(V)), on a bien V(I(V)) = V.

¥ Si V et W sont deux ensembles alg�briques, alors V = W si et seulement si I(V)
= I(W) : La condition est �videmment n�cessaire et elle est aussi suffisante car
si I(V) = I(W), alors V = V(I(V)) = V(I(W)) = W.

¥ La fermeture alg�brique de A « ÅnÊest V := V(I(A))Êet on a I(A) = I(V) : Il y a
identit� entre ferm�s et sous-ensembles alg�briques et on a A « V = V(I(A))Êqui
est alg�brique. De plus, si A « WÊalg�brique, alors I(W) « I(A) et donc V =
V(I(A)) « V(I(W)) = W. Enfin, on sait que I(A) « I(V(I(A)) = I(V) et puisque A
« V, on a I(V) « I(A).

2.2. Id�al d'une partie de l'espace projectif

2.2.1. D�finition. Si A « Ên, on dit que I(A) := {F ‘ k[X1, . . . , Xn+1], ◊ P ‘ A, F(P)
= 0} est l'id�al de A. On �crira aussi I(A « Ên).

¥ On a I(Ø) = k[X1, . . . , Xn+1] et si A ≠Ê¯, alors I(A) = I(C(A)) : Il est clair que
I(Ø) = k[X1, . . . , Xn+1] et si A ≠Ê¯, on a

F ‘ I(C(A)) ssi C(A) « V(F)
F ‘ I(C(A)) ssi A « Vp(F)
F ‘ I(C(A)) ssi F ‘ I(A).
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¥ Si A « Ên, alors I(A) est un id�al gradu� radical de k[X1, . . . , Xn+1] : On peut
supposer que A est non vide et on a donc I(A) = I(C(A)) qui est bien un id�al
radical. De plus, si F = Fd + Fd-1 + . . . + F0Êest la d�composition de F non nul ‘
I(A) et P ‘ A, on a F(P) = 0 et on sait qu'alors Fd(P) = Fd-1(P) = . . . = F0(P) et
donc Fd, Fd-1, . . . , F0 ‘ I(A).

2.2.2. Proposition. (i) On a I(Ø) = k[X1, . . . , Xn+1] et I(Ên) = 0, (ii) On a toujours
I(Ù

å
 Aå) = ı

å
  I(Aå, (iii) Si A « B « Ån, alors I(B) « I(A) et (iv) on a toujours S «

I(V(S)) et A « V(I(A)).

D�monstration : i) On a d�ja vu que I(Ø) = k[X1, . . . , Xn+1]Êet on a I(Ên) =
I(C(Ên)) = I(Ån+1) = 0. ii) On peut clairement supposer que les Aåsont non
vides. On a alors I(Ù

å
 Aå) = I(C(Ù

å
 Aå)) = I(Ù

å
 C(Aå)) = ı

å
 I(C(Aå)) = ı

å
I(Aå) .

iii) Si A est vide, c'est clair. Sinon, on a C(A) « C(B)Êet donc I(B) = I(C(B)) «
I(C(A)) = I(A). iv) Si Vp(S) = Ø, c'est clair. Sinon, on a S « I(V(S)) «
I(C(Vp(S))) = I(Vp(S)). De m�me, on C(A) « V(I(C(A))) = V(I(A)) =
C(Vp(I(A)) car I(A) est un id�al gradu� si bien que A « Vp(I(A).

2.2.3. De cette proposition, on d�rive comme dans le cas affine les propri�t�s
suivantes :

¥ Si IÊest un id�al gradu� et Vp(I) ≠ Ø, on a C(Vp(I)) = V(I) : En effet, on a
C(Vp(I)) = C(Vp(Ip)) = V(Ip) = V(I).

¥ Une partie V de ÊnÊest alg�brique (projective) si et seulement si Vp(I(V)) = V :
V est alg�brique si et seulement si C(V)Êest alg�brique, ce qui revient � dire, si
V ≠ Ø, que C(Vp(I(V))) = V(I(V)) = V(I(C(V))) = C(V), ou encore que Vp(I(V))
= V. Si V est vide, l'assertion est claire.

¥ Si V et W sont deux ensembles alg�briques projectifs, alors V = W si et seule-
ment si I(V) = I(W) : On a

V = W ssi C(V) = C(W)
V = W ssi I(V) = I(C(V)) = I(C(W)) = I(W).

¥ La fermeture alg�brique de A « ÊnÊest V := Vp(I(A))Êet on a I(A) = I(V) :
Comme dans le cas affine.

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine, alors la fermeture projective V* de V
est Vp(I(V « Ên)) : C'est un cas particulier du dernier r�sultat.
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2.2.4. Proposition. Si V est un ensemble alg�brique affine, alors I(V*) = I(V)*,
V* = Vp(I(V)*) et (V*)* = V.

D�monstration : Puisque VÊest dense dans V*, on a I(V* « Ên) = I(V « Ên). I l
suit que pour tout polyn�me homog�ne F, on a

F ‘ I(V*) ssi ◊ P ‘ V, F(P) = 0
F ‘ I(V*) ssi ◊ P ‘ V, F*(P) = 0
F ‘ I(V*) ssi F* ‘ I(V).
F ‘ I(V*) ssi F ‘ I(V)*.

Puisque I(V*) et I(V)* sont deux id�aux gradu�s, ils sont n�cessairement
�gaux. On en d�duit donc que V* = Vp(I(V*)) = Vp(I(V)*). Finalement, on a
(V*)* = Vp(I(V)*)* = V((I(V)*)*) = V(I(V)) = V.

Corollaire. Les applications * et * induisent une bijection entre les sous-en-
sembles alg�briques irr�ductibles de Ên non contenus dans Ên-1 et les sous en-
sembles alg�briques irr�ductibles de Ån.

Nous savons d�j� que si V est un ensemble alg�brique projectif irr�ductible
non contenu dans Ên-1, alors V*Êest irr�ductible et que (V*)

* = V. Nous savons
aussi que si VÊest un ensemble alg�brique affine irr�ductible, alors V* est un
ensemble alg�brique projectif irr�ductible non contenu dans Ên-1Êet nous ve-
nons de voir que l'on a toujours (V*)* = V.

¥ Si I(V) = (F) alors I(V*) = (F*) et V* = Vp(F) : On a I(V*) = I(V)* = (F)* =
(F*).

¥ Si I(V) = (F, G), on a pas n�cessairement V* = Vp(F*, G*) et donc pas non
plus I(V*) ≠ (F*, G*)!

2.3. Anneau de coordonn�es

2.3.1. Proposition. Si V est un sous ensemble alg�brique de An, alors k[V] est
une sous alg�bre de la k-alg�bre des applications de V dans k et l'application
de restriction k[X1, . . . , Xn] #@ k[V]Êinduit un isomorphisme de k-alg�bres

k[X1, . . . , Xn]/I(V) ~= k[V].

D�monstration : L'application canonique k[X1, . . . , Xn] #@ kV est un homo-
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morphisme de k-alg�bres, son image est k[V]Êet son noyau est I(V).

2.3.2. D�finition. On dit que k[V] est l'anneau de coordonn�es de V. Si S « k[V],
on note V(S) = {P ‘ V, ◊ f ‘ S, f(P) = 0}. On appelle hypersurface de V toute
partie de la forme V(f) avec f ‘ k[V] non constant et ouvert principal toute
partie de la forme D(f) = V \ V(f) avec f ‘ k[V]. Enfin, si A « V, on note I(A «
V)(ou IV(A)) : = {f ‘ k[V], ◊ P ‘ A, f(P) = 0}.

2.3.3. Proposition. Si S « k[V], alors V(S) est un sous ensemble alg�brique de
V. Plus pr�cis�ment, si S' « k[X1, . . . , Xn] est tel que l'application canonique π :
k[X1, . . . , Xn] #@ k[V] induise une surjection de S' sur S, alors V(S) = V(S')
ı V.

D�monstration : On a pour P ‘ Ån,
P ‘ V(S) ssi P ‘ V et ◊ f ‘ S, f(P) = 0
P ‘ V(S)  ssi P ‘ V et ◊ F ‘ S', F(P) = f(P) = 0
P ‘ V(S)  ssi P ‘ V et P ‘ V(S')
P ‘ V(S)  ssi P ‘ V(S') ı V.

2.3.4. Corollaire.  (i) On a V(1V) = Ø et V(0V) = V, (ii) Si Så « k[V], on a V(Ù
å

 Så)
= ıV(Så), (iii)  Si S, T « k[V], alors V(S) Ù V(T) = V(fg, f ‘ S, g ‘ T) et (iv) Si S
« T « k[V], alors V(T) « V(S).

D�monstration : i) V(1V) = V(1) ı V = Ø ı V = Ø et V(0V) = V(0) ı V = Ån ı V =
V. ii) Si pour tout å, π(S'å ) = S, alors π(Ù

å
 S'å ) = Ù

å
 Så et on a donc V(Ù

å
 Så) =

V(Ù
å

 S'å ) ı V = ı 
å

 V(S'å ) ı V = ı
å

(V( S'å) ı V)  = ı
å

 V(Så). iii) et iv) Si π(S') = SÊet
π(T') = T , alors π({FG, F ‘ S', G ‘ T'}) = {fg, f ‘ S, g ‘ T} et on a donc V(S) Ù
V(T) = (V(S') ı V) Ù (V(T')) ı V) = (V(S') Ù V(T')) ı V = V(FG, F ‘ S', G ‘ T')
ı V = V(fg, f ‘ S, g ‘ T). De plus, si S « T, alors S' « S' Ù T' et π(S' Ù T') = T si
bien que V(T) = V(S' Ù T') ı V « V(S') ı V = V(S).

2.3.5. Proposition. Si A « V, alors IV(A) est un id�al radical de k[V]. Plus
pr�cis�ment, si π : k[X1, . . . , Xn] #@ k[V] est l'application canonique, alors π-

1(IV(A)) = I(A) et π(I(A)) = IV(A).

D�monstration : On a
F ‘ π-1(IV(A)) ssi FæV = π(F) ‘ IV(A )
F ‘ π-1(IV(A)) ssi ◊ P ‘ A, F(P) = 0
F ‘ π-1(IV(A)) ssi F ‘ I(A)

et donc π-1(IV(A)) = I(A). Puisque π est surjectif, on en d�duit que π(I(A)) =
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π(π-1(IV(A))) = IV(A).

2.3.6. Corollaire. (i) On a IV(Ø) = k[V] et IV(V) = 0, (ii) Si Aå « V, on a IV(Ù
å

 Aå)
= ı IV(Aå), (ii)  Si A « B « V, alors IV(B) « IV(A) et (iv) On a toujours S «
IV(V(S)) et si A « V, A « V(IV(A))

D�monstration : i) IV(Ø) = π(I(Ø)) = π(k[X1, . . . , Xn]) = k[V] et IV(V) =
π(I(V)) = π(0) = 0. ii) On a IV(Ù

å
 A) = π(I(ÙAå )) = π(ı

å
 I(Aå)) = ı

å
 π( I(Aå)) =

ı
å

 IV(Aå). iii) si A « B « V, alors IV(B) = π(I(B)) « π(I(A)) = IV(A). iv) Si π(S')
= S, on a S' « I(V(S')) « I(V(S') ı V) = I(V(S)) et donc S = π(S') « π(I(V(S)))
= IV(V(S)). De m�me, on a A « V(I(A)) ı V = V(IV(A)) car π(I(A)) = IV(A).

2.3.7. Ici encore, on peut d�river des propositions que nous venons de d�mon-
trer les propri�t�s suivantes :

¥ Si P est un point, alors k[P] ~= k : Si P = (a1, . . . , an), alors I(P) = (X1 - a1, . . . ,
Xn - an) si bien que k[P] ~= k[X1, . . . , Xn]/(X1 - a1, . . . , Xn - an) ~= k.

¥ Si A « V, alors V(IV(A)) = V(I(A)) : Puisque π induit une surjection de I(A)
sur IV(A) et que V(I(A)) « V(I(V)) = V, on a V(IV(A)) = V(I(A)) ı V = V(I(A)).

¥ La fermeture alg�brique de A dans V est W := V(IV(A))Êet on a IV(A) = IV(W) :
On vient de voir que W = V(IV(A)) = V(I(A))Êet on a donc IV(A) = π(I(A)) =
π(I(W)) = IV(W).

¥ Une partie W de VÊest alg�brique si et seulement si V(IV(W)) = W : On sait que
WÊest alg�brique si et seulement si V(IV(W)) = V(I(W)) = W.

¥ Si W « V est un sous ensemble alg�brique, alors l'application de restriction
induit un isomorphisme k[V]/IV(W) ~= k[W] : Puisque π-1(IV(W)) = I(W), on a
k[V]/IV(W) ~= (k[X1, . . . , Xn]/I(V))/IV(W) ~= k[X1, . . . , Xn]/I(W) ~= k[W].

2.3.8. D�finition. Si V est un ensemble alg�brique projectif non-vide, on dit que
k[V] := k[C(V)]Êest l'anneau de coordonn�es homog�nes de V. On pose k[Ø] =
0.

2.4. Applications polynomiales et homomorphismes d'anneaux
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2.4.1. Notations. Si ƒ : W #@ V est une application polynomiale et f ‘ k[V] on
note ƒ*(f) := f Ï ƒ ‘ k[W].

¥ Si i : W Ã@ V est l'inclusion d'un sous ensemble alg�briqueÊet f ‘ k[V], alors
i* est l'application canonique de restriction. En particulier, on a Id* = Id : Si P ‘
W et f ‘ k[V], on i*(f)(P) = (f Ï i)(P) = f(P).

¥ Si ƒ : W #@ V et ¥ : Z #@ W sont deux applications polynomiales, alors (ƒ Ï
¥)* = ¥* Ï ƒ* : On a (ƒ Ï ¥)*(f) = f Ï (ƒ Ï ¥) = (f Ï ƒ) Ï ¥ = ƒ*(f) Ï ¥ = ¥*(ƒ*(f))
= (¥* Ï ƒ*)(f).

¥ Si une application polynomiale ƒ : W #@ V se prolonge en ‡ : Åm #@ Ån, et
si f ‘ k[V] est la restriction de F ‘ k[X1, . . . , Xn], alors ƒ*(f)Êest la restriction de
‡*(F) : Si P ‘ W, on a ƒ*(f)(P) = f(ƒ(P) = F(‡(P)) = ‡*(F)(P).

¥ Si ƒ : W #@ VÊest une application polynomiale et f ‘ k[V], alors ƒ-1(V(f)) =
V(ƒ*(f)). En effet, on a

P ‘ ƒ-1(V(f)) ssi ƒ(P) ‘ V(f)
P ‘ ƒ-1(V(f)) ssi ƒ*(f)(P) = f(ƒ(P)) = 0
P ‘ ƒ-1(V(f)) ssi P ‘ V(ƒ*(f)).

¥ Si ƒ : W #@ V est une application polynomiale, alors ƒ* : k[V] #@ k[W] est
un homomorphisme de k-alg�bres : On a toujours ƒ*(f + g) = (f + g) Ï ƒ = f Ï ƒ
+ g Ï ƒ = ƒ*(f) + ƒ*(g)Êet ƒ*(fg) = (fg) Ï ƒ = (f Ï ƒ)(g Ï ƒ) = ƒ*(f)ƒ*(g). De
plus, si c est une fonction constante, on a ƒ*(c) = c Ï ƒ = c.

2.4.2. Th�or�me. L'application Hom(W, V) #@ Homk-alg(k[V], k[W]), ƒ ò@ ƒ*

est bijective.

D�monstration : Si x1, . . . , xnÊsont les fonctions coordonn�es sur V, tout point P
de V est caract�ris� par ses coordonn�es x1(P), . . . , xn(P). Si ƒ : W #@ V est
une application polynomiale, alors pour tout i = 1, . . . , n et tout Q ‘ W, on a
ƒ*(xi)(Q) = xi(ƒ(Q)). On voit donc que ƒ est caract�ris�e par les fonctions
ƒ*(xn), . . . , ƒ*(xn) et donc par ƒ*. Cela montre que l'application ƒ ò@ ƒ* est
injective et il reste � v�rifier que celle ci est surjective. Si u : k[V] #@ k[W] est
un homomorphisme de k-alg�bres et F ‘ k[X1, . . . , Xn], on a F(u(x1), . . . ,
u(xn)) = u(F(x1, . . . , xn)). Si F ‘ I(V), alors F(x1, . . . , xn) = F…V = 0 et on a donc
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F(u(x1), . . . , u(xn)) = u(0) = 0. On voit donc que si Q ‘ W et P := (u(x1)(Q), . . . ,
u(xn)(Q)), on a F(P) = F(u(x1)(Q), . . . , u(xn)(Q))) = F(u(x1), . . . , u(xn))(Q)
= 0, ce qui signifie que P ‘ V. On d�finit ainsi une application ƒ : W #@ V, Q
ò@ P. Celle ci est polyunomiale par construction. Pour tout i = 1, . . . , n, on a
u(xi) = xi Ï ƒ = ƒ*(xi). Puisque k[V]Êest isomorphe � un quotient de k[X1, . . . ,
Xn], l'homomorphisme de k-alg�bres u est caract�ris� par les u(xi) pour i = 1, .
. . , n et on a donc u = ƒ*.

Corollaire Une application polynomiale ƒ est un isomorphisme si et seulement
si ƒ* est bijective.

Si ƒ est un isomorphisme, il existe une application polynomiale ¥ telle que
ƒ Ï ¥ = Id et ¥ Ï ƒ = Id. On a donc ƒ* Ï ¥* = (¥ Ï ƒ)* = Id* = Id et ¥* Ï ƒ* = (ƒ Ï
¥)* = Id* = Id. R�ciproquement, si ƒ* est bijective, c'est un isomorphisme et il
existe donc un homomorphisme de k-alg�bres v tel que v Ï ƒ* = Id et ƒ* Ï v = Id.
Il existe alors une application polynomiale ¥ telle que u = ¥* et on a donc (ƒ Ï
¥)* = ¥* Ï ƒ* = Id et (¥ Ï ƒ)* = ƒ* Ï ¥* = Id si bien que ƒ Ï ¥ = Id et ¥ Ï ƒ = Id.

Corollaire Deux ensembles alg�briques affines sont isomorphes si et seulement
si leurs anneaux de coordonn�es sont isomorphes.

Soient V et W deux ensembles alg�briques. Si ƒ : W #@ V est un isomor-
phisme, il en va de m�me de ƒ*. R�ciproquement, si u est un isomorphisme
entre k[V] et k[W] il existe une application polynomiale ƒ : W #@ VÊtelle que ƒ*

= u et c'est un isomorphisme.

2.4.3. Proposition Soit ƒ :  W #@ V une application polynomiale. Alors,

(i) Ker ƒ* = IV(ƒ(W)).

(ii) ƒ* est injectif si et seulement si ƒ est dominante.

(iii) ƒ* est surjectif si et seulement si ƒ est une immersion ferm�e

D�monstration : i) Par d�finition, on a f ‘ Ker ƒ* si et seulement si ƒ*(f ) = 0,
c'est � dire f Ï ƒ = 0 , ce qui signifie que f est nul sur ƒ(W). On voit donc que
Ker ƒ* = IV(ƒ(W)).

ii) Dire que ƒ est dominante signifie que la fermeture alg�brique de ƒ(W)
dans V est V, c'est a dire que V(IV(ƒ(W)) = V, ce qui est �quivalent � dire que
Ker ƒ* = IV(ƒ(W) = IV(V(IV(ƒ(W))) = IV(V) = 0.
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iii) Si V' est la fermeture alg�brique de ƒ(W) dans V, l'application ƒ se fac-
torise en ¥ : W #@ V' (qui est dominante) suivi de l'inclusion i : V' Ã@ V. I l
suit que ƒ est une immersion ferm�e si et seulement si ¥ est un isomorphisme,
c'est � dire, si et seulement si ¥* est bijective. Puisque ¥ est dominante, ¥* est
injective et on voit donc que ƒ est une immersion ferm�e si et seulement si ¥*

est surjective. Puisque ƒ* se factorise en i* qui est surjective, suivie de ¥* , cette
condition est �quivalente � dire que ƒ* est surjective.

Corollaire Si V est un ensemble alg�brique affine, les id�aux µ de k[V] de la
forme IV(P) o� P est un point de VÊsont les id�aux satisfaisant k[V]/µ ~= k.

Si P ‘ V, alors k[V]/IV(P) ~= k[P] ~= k. R�ciproquement, si µ est un id�al tel

que k[V]/µ ~= k, il existe une unique immersion ferm�e i : Å0 = {O} Ã@ V telle
que l'homomorphisme compos� de i* : k[V] #@ k et de l'isomorphisme k
~= k[V]/µ soit l'homomorphisme quotient associ� � µ. On a alors, en posant P :=
i(O),

f ‘ µ  ssi i*(f) = 0
f ‘ µ  ssi f(P) = f(i(O)) = i*(f)(O)= 0.
f ‘ µ  ssi f ‘ IV(P).

2.4.4. Changement de coordonn�es

¥ Si ‡ : Åm #@ Ån est une application affine et F ‘ k[X1, . . . , Xn], on a deg
‡*(F) ≤ deg F : Comme ‡* est un homomorphisme d'alg�bre, les propri�t�s du
degr� nous permettent de supposer que F = Xi. Or les composantes L1, . . . ,
LnÊde ‡ sont des polyn�mes de degr� au plus 1 et on a ‡*(Xi) = Li.

¥ Si ‡ : Ån #@ Ån est une application affine bijective et F ‘ k[X1, . . . , Xn], on a
deg ‡*(F) = deg F : En effet, ‡-1 est aussi affine.

¥ Si ‡ : km+1 #@ kn+1 est une application lin�aire et F ‘ k[X1, . . . , Xn]
homog�ne de degr� d, alors ‡*(F) est homog�ne de degr� d ou nul : Comme ‡*

est un homomorphisme d'alg�bre, les propri�t�s du degr� nous permettent de
supposer que F = Xi. Or les composantes L1, . . . , LnÊde ‡ sont des formes
lin�aires et on a ‡*(Xi) = Li..

¥ Si ‡ est un changement de coordonn�es (affines ou projectives) et V une hy-
persurface, alors ‡-1(V) est une hypersurface de m�me degr�. En fait, ‡-

1(V(F)) = V(‡*(F)) dans le cas affine et ‡-1(Vp(F)) = Vp(‡*(F)) dans le cas
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projectif : Le cas affine est imm�diat. Dans le cas projectif non vide, on a C(V)
= C(Vp(F))= V(F) et donc C(‡-1(V)) = ‡-1(C(V)) = ‡-1(V(F)) = V(‡*(F)) =
C(Vp(‡*(F)). Enfin, si Vp(F)) ou Vp(‡*(F) est vide, le r�sultat est imm�diat.

2.5. Composantes irr�ductibles d'un ensemble alg�brique

2.5.1. Proposition Pour un ensemble alg�brique (affine ou projectif) V, les
conditions suivantes sont �quivalentes :

(a) V est irr�ductible
(b) I(V)Êest un id�al premier
(c) k[V] est un anneau int�gre

D�monstration : Cas affine : Si V est irr�ductibleÊet si F, G ‘ k[X1, . . . , Xn] sont
tels que FG ‘ I(V),Êalors V = V(I(V)) « V(FG) = V(F) ı V(G) si bien que V «
V(F)Ê(ou V(G))Êet donc F ‘ I(V(F)) « I(V). On voit donc que I(V) est premier.
Si I(V) est premier, alors k[V] ~= k[X1, . . . , Xn]/I(V) est int�gre. Enfin, si
k[V]Êest int�gre et si V = W Ù Z, alors 0 = IV(V) = IV(W Ù Z) = IV(W) ı IV(Z) Ç
IV(W)IV(Z) si bien que IV(W) (ou IV(Z)) = 0 et donc W = V(IV(W)) = V(0) = V.
On voit donc que V est irr�ductible.

Cas projectif : On sait que V est irr�ductible si et seulement si C(V) est ir-
r�ductible, que I(V) = I(C(V)) et que k[V] = k[C(V)].

2.5.2. Th�or�me Outre les points, les sous ensembles alg�briques irr�ductibles
propres du plan (affine ou projectif) sont les courbes planes infinies de la forme
C = V(F) (ou Vp(F) dans le cas projectif) avec F irr�ductible. On a alors I(C) =
(F).

D�monstration : Cas affine : Nous avons d�j� vu que la condition est suffisante.
Montrons qu'elle est n�cessaire. Si CÊest un sous ensemble alg�brique
irr�ductible infini propre du plan affine, alors I(C)Êest un id�al premier propre
et contient donc un polyn�me irr�ductible F si bien que C « V(F). Puisque C est
infini, on a n�cessairement C = V(F). Si G ‘ I(C), alors C « V(F, G) qui est
donc infini, ce qui implique que F et G ont un facteur commun. Comme F est
irr�ductible, ceci signifie que F divise G. On a donc bien I(C) = (F).

Cas projectif : On peut, quitte � faire un changement de coordonn�es, sup-
poser que Ê1 » C. Montrons que la condition est suffisante et qu'alors I(C) =
(F) : Le lieu � l'infini de C est alors un ferm� propre de Ê1, c'est � dire un en-
semble fini. Puisque C est infinie, C* est n�cessairement infinie. D'autre part,
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puisque Ê1 » C, on a F ≠ cZ et on a vu que dans ce cas, F* est irr�ductible et que
F = (F*)

*. On voit donc que C* = V(F*) est infinie et que F* est irr�ductible. On
sait qu'alors C* est irr�ductible et que I(C*) = (F*). On a donc I((C*)

*) = I(C*)
*

= (F*)
* = (F*

*) = (F). Il suit que (C*)
* = Vp(F) = C si bien que C est irr�ductible

et I(C) = (F). Il reste � v�rifier que la condition est n�cessaire. Soit C un sous
ensemble alg�brique irr�ductible propre infini du plan projectif. Puisque Ê1 »
C, on a C = (C*)

*Êet C*Êest un sous ensemble alg�brique irr�ductible, n�cessai-
rement propre (puisque C l'est) et infini (puisque C l'est)Êdu plan affine. On a
donc I(C*) = (F)Êavec FÊirr�ductibleÊet donc C = Vp(I(C)) = Vp(I((C*)

*)) =
Vp(I(C*)

*) = Vp((F)*) = Vp(F*)Êavec F* (homog�ne) irr�ductible.

2.5.3. La notion d'anneau noetherien nous permet de ramener l'�tude d'un
ensemble alg�brique � celle d'un nombre fini d'hypersurfaces irr�ductibles :

¥ Si V est un ensemble alg�brique (affine ou projectif), alors k[V] est un an-
neau noetherien : Nous avons vu que k[V] est une alg�bre de type fini sur un
corps.

¥ Tout ensemble alg�brique (affine ou projectif) non vide est intersection finie
d'hypersurfaces : Tout id�al poss�de un nombre fini de g�n�rateurs.

2.5.4. Th�or�me Un ensemble alg�brique (affine ou projectif) est noetherien. I l
s'�crit donc de mani�re unique comme r�union finie d'ensembles alg�briques
irr�ductibles Vi avec Vi » VjÊpour i ≠ j.

D�monstration : Si {Vi }i‘˙Êest une suite d�croissante de ferm�s de V, alors
{I(Vi) }i‘˙ est une suite croissante d'id�aux de k[V]Êqui est un anneau noethe-
rien. Il existe donc un entier N tel que I(Vi) = I(VN) pour i ≥ N si bien que Vi =
VN pour i ≥ N.

¥ Si V est un ensemble alg�brique projectif dont aucune composante irr�duc-
tible n'est contenue dans Ên-1, alors (V* )

* = V : Les applications * et
*Êpr�servent les unions finies.

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine, les composantes irr�ductibles de
V*Êsont les V*

i  o� les Vi sont les composantes irr�ductibles de V : M�me argu-
ment.
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2222....6666....    Fonctions rationnelles sur un ensemble alg�brique affine

2.6.1. D�finitions Si V est un ensemble alg�brique affine irr�ductible, une
fonction rationnelle sur V est un �l�ment f du corps des fractions k(V) de k[V].
Si f = g/h avec g, h ‘ k[V] et P ‘ V avec h(P) ≠ 0, on dit que f est r�guli�re en P
et on pose f(P) = g(P)/h(P). Sinon, on dit que P est un p�le de f. On note oV,P
l'ensemble des fonctions r�guli�res en P. Si f est r�guli�re et s'annule en P, on
dit que P est un z�ro de f. On note µV,P l'ensemble des fonctions r�guli�res en P
qui s'annulent en P.

¥ Cette d�finition � bien un sens : Si f = g'/h' avec h'(P) ≠ 0, alors gh' = g'h et
g(P)h'(P) = (gh')(P) = (g'h)(P) = g'(P)h(P) si bien que f(P) = g(P)/h(P) =
g'(P)/h'(P).

¥ Si f ‘ k(V), alors If  := {h ‘ k[V], hf ‘ k[V]} est un id�al de k[V] et l'ensemble
des p�les de f est le ferm� V(If) : Si h1 et h2 ‘ If, on a (h1 + h2)f = h1f + h2f ‘
k[V]Êet si h1 ‘ k[V] et h2 ‘ If, on a (h1h2)f = h1(h2f) ‘ k[V]. On voit donc que If
est un id�al. Si h ‘ k[V] est non nul, dire que h ‘ If signifie que l'on peut �crire
f = g/hÊavec g ‘ k[V]. On a donc

P ’ V(If) ssi ¡ h ‘ If, h(P) ≠ 0
P ’ V(If) ssi ¡ g, h ‘ k[V], f = g/h et h(P) ≠ 0.

¥ Si k[V]Êest factoriel et f = g/hÊavec g et h ‘ k[V] sans facteur commun, alors
If = (h) : Puisque hf = g ‘ k[V], on a h ‘ If. R�ciproquement, si h' ‘ If, alors g'
:= h'f ‘ k[V], et on a gh' = hg'. Comme g et h sont premiers entre eux, h divise
h' et donc h' ‘ If.

¥ Soit f≠ 0 r�guli�re en P. Alors, f a un z�ro en P si et seulement si 1/f � un
p�le en P : Supposons que f = g/h avec h(P) ≠ 0. Si 1/f est r�guli�re en P, on
peut �crire 1/f = h'/g' avec g'(P) ≠ 0. On a donc gh' = g'h, si bien que g(P)h'(P)
= g'(P)h(P)≠ 0 et donc g(P) ≠ 0. On voit donc que P n'est pas un z�ro de f.
R�ciproquement, si 1/f = h/g n'est pas r�guli�re en P, alors g(P) = 0, ce qui
montre que P est un z�ro de f.

¥ L'ensemble des points o� f ‘ k(V) est r�guli�re et ne s'annule pas est un ou-
vert de V : En effet, c'est le compl�mentaire de V(If) Ù V(I1/f).

2.6.2. Proposition Si V est un ensemble alg�brique irr�ductible affine et P un
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point de V, alors oV,P est un anneau local int�gre noetherienÊd'id�al maximal
µV,P. En fait, si µ := IV(P), alors oV,P = k[V]µ.

D�monstration : Par d�finition, on a
f ‘ oV,P  ssi ¡ g, h ‘ k[V], f = g/h et h(P) ≠ 0
f ‘ oV,P  ssi ¡ g,h ‘ k[V], h ’ µ, f = g/h
f ‘ oV,P  ssi f ‘ k[V]µ,

si bien que oV,P = k[V]µ. C'est donc un anneau local int�gre noetherien d'id�al
maximal est µk[V]µ. De plus, on a

f ‘ µk[V]µ  ssi  ¡ g, h ‘ k[V], g ‘ µ, h ’ µ, f = g/h
f ‘ µk[V]µ  ssi  ¡ g, h ‘ k[V], g(P) = 0, h(P) ≠ 0, f = g/h
f ‘ µk[V]µ  ssi  f(P) = 0
f ‘ µk[V]µ  ssi f ‘ µV,P

si bien que µk[V]µ = f ‘ µV,P.

2.6.3. Dans certains cas, on peut "composer" des fonctions rationnelles avec
des applications polynomiales :

¥ Si ƒ : W #@ V est une application polynomiale dominante entre deux en-
sembles alg�briques affines irr�ductibles, alors ƒ* se prolonge de mani�re
unique en un homomorphisme de corps ƒ* : k(V) Ã@ k(W) : En effet, on sait
que ƒ* : k[V] #@ k[W] est injective.

¥ Si f est r�guli�re en P := ƒ(Q) avec ƒ comme ci dessus, alors ƒ*(f) est r�gu-
li�re en Q et on a ƒ*(f)(Q) = f(P) : On peut �crire f = g/h avec h(P)) ≠ 0. On a
donc ƒ*(f) = ƒ*(g)/ƒ*(h) et ƒ*(h)(Q) = h(P) ≠ 0, ce qui montre que ƒ*(f) est
r�guli�re en Q. De plus, ƒ*(f)(Q) = ƒ*(g)(Q)/ƒ*(h)(Q) = g(P)/h(P) = f(P).

¥ Soit ƒ : W #@ V une application polynomiale entre deux ensembles alg�-
briques affines, Q un point de W et P := ƒ(Q). Alors ƒ*-1(IW(Q)) = IV(P) : On a

f ‘ ƒ*-1(IW(Q)) ssi ƒ*(f) ‘ IW(Q)
f ‘ ƒ*-1(IW(Q)) ssi f(P) = f(ƒ(Q)) = ƒ*(f)(Q) = 0
f ‘ ƒ*-1(IW(Q)) ssi f ‘ IV(P).

¥ Soit ƒ : W #@ V une application polynomiale entre deux ensembles alg�-
briques affines irr�ductibles, Q ‘ W et P = ƒ(Q). Alors, ƒ* se prolonge de ma-
ni�re unique en un homomorphisme ƒ*

Q  : oV,P #@ oW,Q : Si on pose IV(P) = µ
et IW(P) = ~ , on sait que ƒ*-1(~) = µ, que oV,P = k[V]µ et que oW,Q = k[V]~.
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¥ Si ƒ est dominante, une immersion ferm�e ou un isomorphisme, alors ƒ*
Q  est

injective, bijective ou surjective : Cela r�sulte du fait que ƒ*Êinjective, bijective
ou surjective.

¥ Soit V un sous ensemble alg�brique irr�ductible Ån de et i : V Ã@ Ån le
morphisme dÕinclusion. Si P ‘ V et J est un id�al de k[X1, . . . , Xn], alors
l'application canonique oÅn,P #@ oV,P induit un isomorphisme oÅn,P/(J +
I(V))oÅn,P ~= oV,P/i*(J)oV,P. En particulier, on a toujours oÅn,P/I(V)oÅn,P ~= oV,P
: L'application est surjective car compos�e d'applications surjectives. Montrons
qu'elle est injective : Soient F, G ‘ k[X1, . . . , Xn] avec F(P) ≠ 0. Si i*(F)/ i*(G) ‘
i*(J)oV,P, on peut �crire i*(F)/ i*(G) = i*(F1)/ i*(G1) avec F1 ‘ J et G1(P) ≠ 0.
Posons H := FG1 - F1G. On a i*(H) = i*(F) i*(G1) - i*(F1)/ i*(G)) = 0 et donc H ‘
Ker i* = I(V). On a donc F/G = FG1/GG1 = (H + GF1)/GG1 ‘ (I(V) + J)oÅn,P.

2.6.4. D�finition Soit V un ensemble alg�brique affine irr�ductible. Une ap-
plication polynomiale j : W #@ V est une immersion ouverte si

i) C'est un hom�omorphisme de W sur un ouvert U de V et
ii) Pour tout Q ‘ W, l'application j*

Q  est un isomorphisme oV,j(Q) ~@ oW,Q.
On dit alors que U est un ouvert affine de V.

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine irr�ductible et U un ouvert de V, l'en-
semble ‚(U) des fonctions r�guli�res sur U est une k-alg�bre int�gre et on a
‚(U) = ı

P‘U
oV,P : La seconde assertion r�sulte imm�diatement des d�finitions et

la premi�re est une cons�quence de la seconde.

¥ On a pas toujours ‚(U) = {f/g, ◊ P ‘ U, g(P) ≠ 0}. Par exemple, si V = V(XT -
YZ) et U = {(a, b, c, d) ‘ V, a≠ 0 ou c ≠ 0}, alors y/x ‘ ‚(U).

¥ Dans la d�finition d'une immersion ouverte, on peut remplacer la condition
ii) par la condition

ii)Õ LÕhomomorphisme j* induit un isomorphisme entre ‚(U) et ‚(W) :
La remarque pr�c�dente nous dit que cette condition est plus faible que la
condition ii). R�ciproquement, supposons cette condition remplie et choisissons
Q ‘ W . Si f ‘ k[W], on peut �crire, puisque j* induit un isomorphisme entre
‚(U) et ‚(W), f = j*(ƒ) avec ƒ ‘ ‚(U). De m�me, si g ‘ k[W] et g(Q) ≠ 0, on
peut �crire g = j*(¥) avec ¥ ‘ ‚(U) et ¥(j(Q)) = j*(¥)(Q) = g(Q) ≠ 0 si bien
que ¥ est inversible dans oV,j(Q). On voit donc que si h = f/g ‘ oW,Q, on peut
�crire h = j*(¥-1ƒ) avec ¥-1ƒ ‘ oV,j(Q). Cela montre que j*

Q est surjective. Enfin,
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j*
Q est injective car j est dominante.26 avril 1995

¥ Dans la d�finition d'une immersion ouverte, on peut remplacer la condition
i) par la condition

i)Õ LÕapplication j est une bijection de W sur U :
Bien s�r, cette condition est plus faible que la condition i). R�ciproquement, soit
f ‘ k[W] et P ‘ U. On �crit P = j(Q) avec Q ‘ W et f = j*(ƒ) avec ƒ ‘ ‚(U). On a
donc P ‘ j(D(f)) si et seulement si Q ‘ D(f), ce qui signifie que ƒ(P) = ƒ(j(Q))
= j*(ƒ)(Q) = f(Q) ≠ 0. On voit donc que j(D(f)) est l'ensemble des points de U
o� ƒ ne s'annule pas qui est ouvert. On en d�duit que j est une application
ouverte. Comme j est bijective et continue, c'est un hom�omorphisme sur U.

¥ Si G ‘ k[X1, . . . , Xn], la projection p : Ån+1 #@ Ån induit une immersion ou-
verte j : W = V(GXn+1 - 1) Ã@ Ån : On a (a1, . . . , an+1) ‘ W si et seulement si
G(a1, . . . , an) ≠ 0 et alors an+1 = G(a1, . . . , an). On voit donc que j est une bijec-
tion de W sur D(G). De plus, si f ‘ k[W] se prolonge en F ‘ k[X1, . . . , Xn+1],
alors ƒ := F(X1, . . . , Xn, 1/G) ‘ ‚(U) et f = j*(ƒ). On en d�duit ais�ment que j*

induit une bijection entre ‚(U) et ‚(W).

2.7. Fonctions rationnelles sur un ensemble alg�brique projectif

2.7.1. D�finitions Soit V un ensemble alg�brique projectif irr�ductible. Le corps
k(V) des fonctions rationnelles sur V est l'ensembles form� de 0 et des
�l�ments homog�nes f de degr� nul du corps des fractions de k[V]. Si f = g/h
avec g et h homog�nes de m�me degr� et P := (a1; . . . ; an+1)Êtel que h(P) ≠ 0, on
dit que f est r�guli�re en PÊet on pose f(P) = g(a1, . . . , an+1)/h(a1, . . . , an+1).
Sinon, on dit que P est un p�le de f. On note oV,P l'ensemble des fonctions r�gu-
li�res en P. Si f est r�guli�re et s'annule en P, on dit que P est un z�ro de f. On
note µV,P l'ensemble des fonctions r�guli�res en P qui s'annulent en P.

¥ Cette d�finition � bien un sens : Tout d'abord, si g et h sont de degr� d et si ¬ ‘
k, on a h(¬a1, . . . , ¬an+1) = ¬dh(a1, . . . , an+1) ≠ 0Êsi bien que f est r�guli�re en
(¬a1, . . . , ¬an+1) et f(¬a1, . . . , ¬an+1) = g(¬a1, . . . , ¬an+1)/h(¬a1, . . . , ¬an+1) =
¬dh(a1, . . . , an+1)/¬dh(a1, . . . , an+1) = g(a1, . . . , an+1)/h(a1, . . . , an+1) = f(a1, . . .
, an+1). Il faut aussi remarquer que si f = g'/h' avec g' et h' homog�nes de m�me
degr� et h'(P) ≠ 0, alors g(P)/h(P) = g'(P)/h'(P).
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¥ Soit f ‘ k(V). Alors, f est r�guli�re en (a1, . . . , an+1) ‘ C(V) si et seulement si
f est r�guli�re en (a1; . . . ; an+1)Êet on a f(a1; . . . ; an+1) = f(a1, . . . , an+1) : La
condition est clairemetn suffisante. R�ciproquement, on peut �crire f =
g/hÊavec h(a1, . . . , an+1) ≠ 0. D'autre part, comme f ‘ k(V), on peut aussi �crire
f = g'/h' avec g' et h' homog�nes de m�me degr�. Si on note avec un indice i la
composante homog�ne de degr� i d'un �l�ment de k[V], il existe d tel que
hd(a1, . . . , an+1) ≠ 0Êet puisque A est une alg�bre homog�ne, on a
n�cessairement hdg' = h'gd si bien que f = gd/hd.

¥ Si P = (a1; . . . ; an+1) et P' = (a1, . . . , an+1), on a oV,P = k(V) ı oC(V),P'Êet µV,P =
k(V) ı µC(V),P. En particulier, oV,P est un anneau local int�gre d'id�al maxi-
mal µV,P : Cela r�sulte de la remarque pr�c�dente.

2.7.2. Les fonctions rationnelles se comportent bien par rapport aux change-
ment de coordonn�es :

¥ Soit ‡ un changement de coordonn�es projectives, VÊun ensemble alg�brique
projectif, W := ‡-1(V) et ƒ : W #@ V la bijection induite. Alors, l'isomorphisme
canonique k(C(V)) ~@ k(C(W)) induit un isomorphisme ƒ* : k(V) ~@ k(W) : On
note encore ƒ : C(W ) #@ C(V), l'application induite par ‡. On sait alors que si
f ‘ k[V]Êest l'image de F ‘ k[X1, . . . , Xn+1], alors ƒ*(f) est l'image de
‡*(F)Êdans k[W]. On sait aussi que F est homog�ne de degr� d si et seulement
si ‡*(F) l'est. On voit donc que l'isomorphisme ƒ* : k[V] ~@ k[W] pr�serve les
�l�ments homog�nes et leur degr�. On obtient donc bien un isomorphisme ƒ* :
k(V) ~@ k(W).

¥ L'isomorphisme ƒ* : k(V) ~@ k(W) est bien d�fini : Si on multiplie ‡Êpar ¬ ‘
k|, l'isomorphisme obtenu k[V] ~@ k[W] envoie f homog�ne de degr� d sur
¬dƒ*(f). On voit donc que si g est aussi homog�ne de degr� d, alors f/g est en-
voy� sur ¬dƒ*(f)/¬dƒ*(g) = ƒ*(f)/ƒ*(g).

¥ Si Q ‘ WÊet P := ƒ(Q), alors ƒ*Êinduit un isomorphisme ƒ*
Q : oV,P ~@ oW,Q : Si Q

= (a1; . . . ; an+1), Q' = (a1, . . . , an+1) et P' := ƒ(Q'), on sait que ƒ induit un
isomorphisme entre oC(V),P' et oC(W),Q'Êet donc aussi entre oV,P = k(V) ı oC(V),P'
et oW,Q = k(W) ı oC(W),Q'.

2.7.3. Les fonctions rationnelles se comportent aussi bien par passage � la
fermeture projective ou � la partie affine :
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¥ Si V est un ensemble alg�brique affine, l'homomorphisme F ò@ F*Êinduit un
homomorphisme d'anneaux f ò@ f*, k[V*] #@ k[V] : En effet, on sait que si
F ‘ Ip(V*) = I(V)*, alors F* ‘ I(V).

¥ Tout �l�ment non nul de k[V] se met sous la forme f* avec f homog�ne : On
sait que tout �l�ment de k[X1, . . . , Xn] se met sous la forme F*Êavec F
homog�ne.

¥ Si V est irr�ductible, l'homomorphisme f ò@ f*, induit un isomorphisme de
corps f = g/h ò@ f* = g*/h*, k(V*) ~@ k(V) : Il faut dÕabord sÕassurer que si h
est homog�ne et h* = 0, alors h = 0. Cela r�sulte du fait que pour H homog�ne,
on a H ‘ I(V*) = I(V)* si et seulement si H* ‘ I(V). De plus,comme lÕapplication
f ò@ f*, k[V*] #@ k[V] est un homomomorphisme dÕanneaux, il est clair
que si g/h = g'/h' alors g*/h* = g'* /h et notre application est donc bien d�finie. Le
m�me argument nous montre que lÕon a bien un homomorphisme de corps. I l
reste � v�rifier que celui ci est surjectif. Or tout �l�ment de k(V) se met sous la
forme f*/g* avec f et g homog�nes. Quitte � multiplier en haut ou en bas par
une puissance de xn+1, on peut supposer que f et g ont m�me degr�.

¥ L'isomorphisme de corps f ò@ f*, k(V*) ~@ k(V)Êinduit pour tout P ‘ V, un
isomorphisme oV*,P ~@ oV,P : Si f = g/h ‘ k(V*), avec g et h homog�nes, alors f*
:= g*/h* et on a h(P) ≠ 0 si et seulement si h*(P) ≠ 0.

¥ Si V un ensemble alg�brique irr�ductible et P un point de V, alors oV,P est un
anneau local int�gre noetherien d'id�al maximal µV,P : Dans le cas projectif,
on peut, quitte � faire un changement de coordonn�es, supposer que P ‘ Ån. Le
r�sultat pr�c�dent nous permet alors de nous ramener au cas affine qui a d�j�
�t� trait�.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 2 - EXERCICES

2.1. Id�al d'un ensemble alg�brique affine

2.1.1. (k = È) Quel est l'id�al de V(X2 + 1) « Å1.

2222....1.2. (k = È) Idem pour V(X2 + Y2) « Å2.

2.1.3. (k = È) Idem pour V(X2 + Y2 + 1) « Å2.

2222....1.4. Idem pour C :={(t2, t3), t ‘ k}.

2222....1.5. Idem pour C :={(t, t2, t3), t ‘ k}.

2222....1.6. Idem pour C  = {(t2, t2(t2 - 1),  t3 ), t ‘ k}.

2.1.7. Idem avec C = {(t9, t6, t4), t ‘ k}.

2222....1.8. Idem avec C = {(t2,  t3 - t2,  t5 ), t ‘ k}.

2.1.9. Idem avec la courbe plane CÊd'�quation XY = 0.

2222....1.10. Idem avec la courbe plane C d'�quation XY(X - Y) = 0.

2.1.11. Idem avec V := V(XY, XZ, YZ) « Å3.

2.2. Id�al d'un ensemble alg�brique projectif

2.2.1. Montrer que l'id�al de la courbe projective plane C := {(a2; ab; b2), a, b ‘ k,
(a, b) ≠ (0,0)} est le noyau de l'homomorphisme

u  : k[X, Y, Z] #@ k[X, Y], F ò@ F(X2, XY, Y2).
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2.2.2. Montrer que l'id�al de la courbe projective C := {(a3, a2b, ab2, b3)), a, b ‘
k, (a, b) ≠ (0,0)} est le noyau de l'homomorphisme

u  : k[X, Y, Z, T] #@ k[X, Y], F ò@ F(X3, X2Y, XY2, Y3).

2222....2.3. Montrer que l'id�al de la surface de Veronese est le noyau de
l'homomorphisme

u  : k[X, Y, Z, T, W] #@ k[X, Y, Z], F ò@ F(X2, XY, XZ, Y2, YZ, Z2).

2222....2.4. Montrer que l'id�al de la surface S := {(ac, ad, bc, bd), a, b, c, d ‘ k, (a, b)
≠ (0,0), (c, d) ≠ (0,0)} est le noyau de l'homomorphisme

u : k[X, Y, Z, T] #@ k[X, Y, Z, T], F ò@ F(XZ, XT, YZ, YT)).

2.2.5. Soit C = {(t, t2, t3), t ‘ k} « Å3. Trouver des g�n�rateurs F et G de I(C) et
montrer que C* ≠ V(F* ,G*).

2222....3. Anneau de coordonn�es

2.3.1. Soient V « Å4 l'hypersurface affine d'�quation XT = YZ et f, g ‘ k[V] tels
que fx = gz. Montrer que le plan(XOY) est contenu dans V(f).

2.3.2. (k alg�briquement clos) Soient V « Å4 l'hypersurface affine d'�quation XT
= YZ. Montrer que le plan (XOY) n'est pas une hypersurface de V.

2.3.3. Soit C une courbe affine plane infinie d'�quation Y2 = F avec F ‘ k[X] (F
n'étant pas un carré) et x et y les fonctions coordonn�es sur C. Montrer que si g
‘ k[C], il existe A, B ‘ k[T] uniques tels que g = A(x) + B(x)y.

2.3.4. (k algébriquement clos et car k ≠ 2) Soit C la courbe affine plane
d'�quation 4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2. Montrer que si f ‘ k[C], il existe G, H ‘ k[T]
uniques tels que si Q = : (a, c) ‘ C, on ait f(Q) = G(c) + aH(c).

2.4. Applications polynomiales
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2.4.1. Soit ‡ : Å1 #@ Å2, t ò@ (t2, t3) et C = ‡(Å1). Montrer que ‡* induit un
isomorphisme entre k[C] et l'alg�bre des polyn�mes sans composante
homog�ne de degr� 1. En d�duire que k[C] n'est pas factoriel.

2.4.2. Montrer que la courbe C d'�quation Y2 = X3 n'est pas isomorphe � la
droite affine.

2.4.3. Montrer que l'application ‡ : Å1 #@ Å3, t ò@ ( t2, t2(t2 - 1),  t3), Ên'est
pas une immersion ferm�e.

2222....4.4. (k = È) Idem avec ‡ : Å1 #@ Å2, t ò@ (t - t4, 1 - t3).

2222....4.5. Idem avec ‡ : Å1 #@ Å3, t ò@ (t2,  t3 - t2,  t5 ).

2222....4.6. Soit s : Å2 #@ Å2, (a, b) ò@ (-a, -b) la sym�trie centrale de centre O et
C la courbe affine plane d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1).
D�terminer une �quation de s-1(C).

2222....4.7. (Car k ≠ 2) Soit C la courbe affine plane d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 =
2XY(X + Y + 1). Montrer que si f ‘ k[C], il existe G, H ‘ k[T] uniques tels que
si P = : (a, b) ‘ C, on ait f(P) = G(a + b - ab) + aH(a + b - ab).

2222....5. Ensembles alg�briques projectifs irr�ductibles

2.5.1. Montrer que la courbe projective plane C := {(a2; ab; b2), a, b ‘ k, (a, b) ≠
(0,0)} est irr�ductible.

2.5.2. Montrer que la courbe projective C := {(a3; a2b; ab2; b3)), a, b ‘ k, (a, b) ≠
(0, 0)} est irr�ductible.

2222....5.3. Montrer que la surface de Veronese est irr�ductible.

2.5.4. Montrer que la surface S := {(ac; ad; bc; bd), a, b, c, d ‘ k, (a, b) ≠ (0,0),
(c, d) ≠ (0,0)} est irr�ductible.

2.5.5. Montrer que les surfaces projectives d'�quations XY = ZT et X2 = YT sont
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irr�ductibles mais que leur intersection ne l'est pas.

2222....6. Composantes irr�ductibles

2.6.1. D�terminer les composantes irr�ductibles de la courbe plane
CÊd'�quation XY = 0.

2222....6.2. D�terminer les composantes irr�ductibles de la courbe plane C
d'�quation XY(X - Y) = 0.

2.6.3. D�terminer les composantes irr�ductibles de V := V(XY, XZ, YZ) « Å3.

2.6.4. Quelles sont les composantes irr�ductibles de la courbe affine plane
d'�quation Y2 - XY - X2Y + X3 = 0.

2.6.5. D�terminer les composantes irr�ductibles de l'intersection des courbes
planes d'�quations Y4 = X2 et Y4 = X2Y2 -  XY2 + X 3.

2222....6.6. Montrer que les composantes irr�ductibles de V(X3 - YZ, Y2 -
XZ) « Å3Êsont la courbe C := {(t3, t4, t5), t ‘ k} « Å3 et une droite que l'on
d�terminera.

2.6.7. (k alg�briquement clos) Soient S1 et S2 « Å3 les cylindres d'�quations
respectives X 2 + Y 2 = 1 et X 2 + Z 2 = 1. D�terminer les composantes
irr�ductibles de C = S1 ı S2.

2222....6.8. Idem avec les surfaces d'�quations X2 + Y2 = 1 et X2 - Z2 = 1.

2222....6.9. Soient ¬ ‘ k et C la courbe affine plane d'�quation (X2 + 1)Y2 + (X2 - ¬)2 =
0. D�terminer suivant les valeurs de ¬, les composantes irr�ductibles de C
lorsque i) k = Â, ii) k = È et iii) Car k = 2.

2222....6.10. (k alg�briquement clos) D�terminer selon la valeur de ¬ ‘ k les
composantes irr�ductibles de la courbe d'�quation X4 - Y4 = ¬X 3 - X Y2.

2222....6.11. Soit C une courbe plane telle que la projection x : C #@ Å1 soit injective.
Montrer que C est irr�ductible et que I(C) = (F) avec F de degr� 1 en Y.
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2222....7777....    Fonctions rationnelles (kkkk alg�briquement clos)

2.7.1. Soit C la courbe plane d'�quation Y2 = X2(X + 1), x et y les fonctions
coordonn�es sur C et ƒ := y/x. D�terminer les z�ros et les p�les de ƒ et de ƒ2.

2.7.2. Montrer que ‚(Å2\0) = ‚(Å2) = k[X, Y]. Existe-t-il des fonctions
rationnelles sur Å2 ayant un unique p�le � l'origine? Å2\0 est il un ouvert
affine de Å2?

2222....7.3. Soient V « Å4 l'hypersurface d'�quation XT = YZ, x, y, z et t les fonctions
coordonn�es sur V et ƒ := x/z. D�terminer les p�les de ƒ et montrer qu'il
n'existe pas de f, g ‘ k[V] tels que, si ƒ est r�guli�re en P, on ait ƒ(P) =
g(P)/f(P).

2222....7.4. (Car k ≠ 2) Soient ¬ ≠ ±1, C la courbe plane d'�quation X 4 - Y 4 = ¬X 3 -
X Y 2 et x et y les fonctions coordonn�es sur C. Montrer que la fonction
rationnelle f = y2/x n'est pas r�guli�re en O mais que la fonction f (1 - f) est
r�guli�re en tout point de C.

2.7.5. (Car k ≠ 0) Soient C la courbe plane d'�quation Y2 = X3 - X, x et y les
fonctions coordonn�es sur C, f'x  et f'y  les restrictions � C de 

dF
dX  et 

dF
dY , t := -

f'x
f'y

 ,
u := t2 - 2x et v := t(u - x) + y et C0Êl'ouvert de C  d�fini par y ≠ 0. Montrer que
les fonctions rationnelles t, u et v sont r�guli�res sur C0.

2.7.6. Soient C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, V := C | C et x, y, x', y' les
fonctions coordonn�es sur V. Montrer que

y' - y
x' - x  = x

2 + xx' + x'2 - 1
y + y'  .

2.7.7. (Car k ≠ 2) Soient C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, V := C | C, r := y' - y
x' - x 

, m := r2 - (x + x'), n := r(m - x) + y et V0Êl'ouvert de V  d�fini par y + y' ≠ 0.
Montrer que les fonctions m et n sont r�guli�res sur V0.

2222....7.8. (Car k ≠ 2) Soient C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, x et y les fonctions
coordonn�es sur C, f'x  et f'y  les restrictions � C de 

dF
dX  et 

dF
dY , t := -

f'x
f'y

 , u := t2 -
2x, v := t(u - x) + y, V := C | C, r := y' - y

x' - x  , m := r2 - (x + x'), n := r(m - x) + y et
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C0Êl'ouvert de C  d�fini par y ≠ 0. Montrer que si P ‘ C0, alors m(P, P) = u(P) et
que n(P, P) = v(P).

2222....8. Anneaux de fonctions r�guli�res (k alg�briquement clos)

2.8.1. Soit ƒ := (XY, Y) : Å2 #@ Å2. Montrer que ƒ*
P est un isomorphisme de

oÅ2,ƒ(P) sur oÅ2,P lorsque P n'est pas sur l'axe des X.

2.8.2. Soient C la courbe plane d'�quation XY = 1 et x la premi�re coordonn�e
sur C. Montrer que pour tout P ‘ C, ƒ*

P est un isomorphisme de oÅ1,x(P) sur
oC,P.

2.8.3. (car k ≠ 2) Calculer ‚(U) lorsque

U = Å1\{ 1, -1, i, - i }.

2222....8.4. Soit U « Å1 un ouvert non vide, R ‘ ‚(U) et E := {(a, R(a)), a ‘ U} le
graphe de R. Montrer que la fermeture alg�brique de E dans Å2 est de la forme
V(GY - F) avec F et G ‘ k[X] premiers entre eux.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 2 - CORRIGES

2.1.6. On v�rifie trivialement que I := (Y - X(X - 1), Z2 - X3) « I(C) et il ne
reste donc plus qu'� montrer que I(C) «  I. Comme Y (resp. Z2) est congru
modulo I � X(X - 1) (resp. X3), tout polyn�me en X, Y, Z est congru modulo I �
un polyn�me de la forme F = A + ZB avec A et B ‘ k[X]. Si F  ‘  I(C), alors
A(T2) + T3B(T2) est identiquement nul. Pour des questions de degr�, ceci
implique imm�diatement que A = B = 0, et donc que F ‘ I.

2.1.7. On v�rifie trivialement que I  := (X2 - Y3, Y2 - Z3) «  I(C) et il ne reste
donc plus qu'� montrer que I(C) «  I. Soit F  ‘  I(C) . Comme X2 = YZ3 mod I et
Y2 = Z3 mod I, on peut �crire

F = P + XQ + YR + XYS mod I

avec P, Q, R, S ‘ k[Z]. On en d�duit que

0 = P(T4) + T9 Q(T4) + T6 R(T4) + T15 S(T4) .

Les quatre termes sont des polyn�mes en T dont chaque terme non nul est
de degr� congru respectivement � 0, 1, 2 et 3 modulo 4. Cette relation implique
donc qu'ils sont tous nuls. Il en r�sulte que P  =  Q =  R  =  S  =  0 et donc F  ‘  I.
On a donc bien I(C) «  I.

2.1.9. On a C = V(XY) = V(Y) Ù V(X) = (OX) Ù (OY) et donc I(C) = I((OX) Ù
(OY)) = I(OX) ı I(OY) = (Y) ı (X) = (XY) car X et Y n'ont pas de facteurs
communs dans k[X, Y] qui est factoriel.

2.1.10. On v�rifie que I(C) = (XY(X - Y)).

2.1.11. Puisque V est la r�union des trois axes de l'espace, dont les id�aux sont
respectivement (X, Y), (X, Z) et (Y, Z), on a I(W) = (X, Y) ı (X, Z) ı (Y, Z). On
montre alors successivement que (X, Y) ı (X, Z) = (X, YZ) et que (X, YZ) ı (Y,
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Z) = (XY, XZ, YZ), ce qui donne I(W) = (XY, XZ, YZ). Montrons par exemple la
seconde de ces �galit�s : Si F = AX + BYZ = CY + DZ ‘ (X, YZ) ı (Y, Z), on a AX
- CY = (BY - D)Z et donc, soit AX = CY, auquel cas A ‘ (Y) et donc F ‘ (XY, YZ)
« (XY, XZ, YZ). Ou alors, Z divise A (et C)Êet alors F ‘ (XZ, YZ) « (XY, XZ, YZ).
L'inclusion r�ciproque est imm�diate.

2.3.4. Il est clair que 4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2 est irr�ductible si bien que I(C) =
(4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2). Si l'on effectue la division euclidienne en X de F ‘ k[X,
Y] par 4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2, on voit que F est congru � un unique R ‘ k[X, Y]
de degr� au plus 1 en XÊmodulo 4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2. On en d�duit que
l'application de restriction k[X, Y] #@ k[C]Êinduit une bijection de l'espace
des polyn�mes de degr� au plus 1 en X sur k[C]. Cela signifie que si f ‘ k[C], il
existe G, H ‘ k[T] uniques tels que si Q := (a, c) ‘ C', on ait f(Q) = G(c) +
aH(c).

2222....4.3. L'homomorphisme ‡* :   k[X, Y, Z] #@  k[T] envoie X, Y, Z
respectivement sur T2, T2(T2 - 1), T3. L'image de ‡* est donc la sous alg�bre A 
de k[T] engendr�e par ces polyn�mes. Or il est imm�diat que tout �l�ment non
constant de A est de valuation au moins 2. En particulier T  ’  A et ‡Ö* n'est pas
surjective. Il en r�sulte que ‡ n'est pas une immersion ferm�e.

2.4.4. On sait que ‡ induit une bijection ƒ de Å1 sur la courbe C d'�quation Y4 =
Y3 - X3, la r�ciproque �tant donn�e par

ƒ-1 : C #@ Å1, (a, b) ò@ 


 a/bÊsiÊbÊ≠Ê0
Ê
0Êsinon.

 

Si ‡ �tait une immersion ferm�e, alors ƒ-1 serait polynomiale et on pourrait
trouver F ‘ k[X, Y] tel que ƒ-1(a, b) = F(a, b), et donc bF(a, b) = a, pour tout a, b
‘ C. On aurait donc YF = X mod Y4 - Y3 + X3 si bien que F(O)Y = X, ce qui est
clairement impossible.

2222....4.6. On obtient une �quation de s-1(C) en appliquant s*Ê� une �quation de C.
On a bien sur s*(X) = -X et s*(Y) = -Y. On voit donc que s-1(C) est la courbe
d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 + 2XY(X + Y - 1) = 0.

2222....4.7. On a vu que l'application ‡ : Å2 #@ Å2, (a, b) ò@ (a, a + b - ab) induit
un isomorphisme de C sur la courbe C' d'�quation 4X2  - (Y2 + 4Y)X + Y2. On
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voit donc que ‡* induit un isomorphisme de k[C'] sur k[C]. Cela signifie que si
f ‘ k[C], il existe un unique f' ‘ k[C'] tel que pour tout P := (a, b) ‘ C, on ait
f(a, b) = f'(a, a + b - ab). Il existe donc F et G ‘ k[T]Êuniques tels que f(P) =
F(a + b - ab)a + G( a + b - ab).

2222....6.1. On sait que C = (OX) Ù (OY) et que les droites (OX) et (OY) sont
irr�ductibles. Il est clair qu'aucune de ces droites n'est contenue dans l'autre.
Ce sont donc les composantes irr�ductibles de C.

2222....6.2. Ce sont les axes des coordonn�es (OX) et (OY) ainsi queÊla diagonale
principale fl d'�quation X = Y,

2.6.3. CeÊsont les trois axes des coordonn�es dans l'espace.

2.6.6. On sait que C et (OZ)Êsont des ensembles alg�briques irr�ductibles et
ceux ci sont bien contenus dans V. De plus, C et (OZ) ne sont pas contenus l 'un
dans l'autre car ces ensembles sont infinis et leur intersection est r�duite �
l'origine. Il nous reste � montrer que V « C Ù (OZ). Soit P := (a, b, c) ‘ V, on a
a3 = bc et b2 = ac si bien que (ab)c2 = (bc)(ac) = a3b2= (ab)(a2b). Si ab ≠ 0, on
a c2 = a2b si bien que P ‘ C. Sinon, on a n�cessairement a = b = 0 et P ‘ (OZ).

2222....6.9. i) Puisque les racines dans Â du polyn�me X2 + 1 sont distinctes, ce
polyn�me n'est pas un carr� dans Â[X]. Il en r�sulte que F n' � pas de racines
dans Â(X). Puisque F est de degr� 2 en Y, ce polyn�me est n�cessairement
irr�ductible dans Â(X)[Y].

On voit donc que si F = F1F2 dans Â[X, Y], alors F1 (ou F2 ) ‘ Â[X]. En
faisant Y = 0, on voit que F1 divise (X2 - ¬)2 et il en r�sulte que F1 divise (X2 +
1)Y2. Puisque F1 et Y sont premiers entre eux, on en d�duit que F1 divise X2 + 1.

Si ¬ ≠ -1, alors les polyn�mes X2 - ¬ et X2 + 1 n'ont pas de racine
commune et sont donc premiers entre eux. Le polyn�me F1Êest donc
n�cessairement constant. On voit donc que F est irr�ductible. Puisque Â est
alg�briquement clos, la courbe C est irr�ductible.

Si ¬ = -1, alors F = (X - i)(X + i)(X2 + Y2 + 1) et le polyn�me X2 + Y2 + 1
est irr�ductible car Y2 + 1 n'est pas un carr� dans Â[Y]. Puisque Â est
alg�briquement clos, les composantes irr�ductibles de C sont donc les droites
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d'�quations X = ±i et la conique d'�quation X2 + Y2 + 1 = 0.

ii) Puisque dans È, une somme de carr�s est nulle si et seulement si tous
les termes sont nuls, on a C = V(Y, X2 - ¬). On voit donc que si ¬ > 0, alors C est
r�duite aux deux points de coordonn�es (0, ±√¬), si ¬ = 0, alors C est r�duite �
l'origine O  et si ¬ < 0, alors C = Ø.

iii) On a F = G2 avec G := (X - 1)Y + X2 - ¬ et donc C = V(G). Si G = G1G2,
alors G1 (ou G2) divise X2 - ¬ et X - 1.

Si ¬ ≠ 1, alors les polyn�mes X2 - ¬ et X + 1 sont premiers entre eux et il en
r�sulte que G1  est constant. On voit donc dans ce cas, que F est irr�ductible. De
plus, si t ≠ 1, alors le point de coordonn�s ( ¬ - 1

(t + 1)2 , t) appartient � C. Il en
r�sulte que C est infinie et donc irr�ductible.

Enfin, si ¬ = 1, on a G = (X - 1)(X + Y - 1). Les composantes irr�ductibles
de C sont donc les droites d'�quations X = 1 et X + Y = 1.

2222....6.10. Puisque F := X4 - Y4 - ¬X 3 + X Y2 est somme de deux polyn�mes
homog�nes de degr�s 3 et 4, ce polyn�me est irr�ductible si et seulement si les
polyn�mes X 4 - Y 4 et -¬X 3 + XY 2 sont premiers entre eux. La d�composition de
X 4 - Y 4 en facteurs irr�ductibles est

X 4 - Y 4 = - (Y + X) (Y - X) (Y + iX) (Y - iX)

et celle de -  ¬X 3 + XY 2 est

-  ¬X 3 + XY 2 = X (Y - ¬ X) (Y + ¬ X).

Par suite, X4 - Y4 - ¬X 3 + X Y2 est irr�ductible si et seulement si ¬  ≠ ±1, ± i,
c'est � dire si et seulement si ¬ ≠ ±1.

Si ¬ ≠ ±1, la courbe est irr�ductible.

Si ¬ = 1, on a

F = (X + Y) (X - Y) (X 2 + Y 2 - X),

et chacun des polyn�mes X + Y, X - Y, X 2 + Y 2 - X est irr�ductible : c'est clair
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pour les deux premiers. Pour le dernier cela r�sulte de l'application du m�me
crit�re que pr�c�demment. Puisque kÊest alg�briquement clos, cette
d�composition en facteurs irr�ductibles correspond � la d�composition de C en
composantes irr�ductibles. On a donc, si car k ≠ 2,

C = V(X + Y) Ù V(X - Y) Ù V(X 2 + Y 2 - X).

Si ¬ = - 1, on montre de m�me que la d�composition de C en composantes
irr�ductibles est, lorsque car k ≠ 2,

C = V(X + iY) Ù V(X - iY) Ù V(X 2 - Y 2 + X).

Enfin, si car k = 2 et ¬ = 1, on trouve que C = V(X - Y ) Ù V(X 2 - Y 2 + X).

2222....6.11. Soit, pour i = 1 ou 2, Ci une composante irr�ductible de C. Alors, la
projection xi : Ci #@ Å1 est injective et cela implique, comme nous l'avons d�j�
vu que x(Ci) est un ouvert non vide de Å1. Puisque Å1 est irr�ductible, x(C1) ı
x(C2) est n�cessairement un ouvert non vide donc un ensemble infini. Puisque
x est injective, C1 ı C2 est aussi infini. Puisque, pour i = 1 ou 2, Ci est
irr�ductible, on doit donc avoir C1 = C2. Cela montre que C est irr�ductible. On
a donc I(C) = (F) avec F irr�ductible et on peut �crire F := FdYd + Fd-1Yd-1 + . .
. + F0 avec F0, . . . , Fd ‘ Â[X] et Fd ≠ 0. Puisque xÊest injective sur C, on a d > 0.
Si a ’ V(Fd), le polyn�me Fd(a)Yd + . . . + F0(a) a au moins une racine b dans Â
et donc P := (a, b) ‘ C. Puisque xÊest injective, bÊest unique et on a donc Fd(a)Yd

+ . . . + F0(a) = Fd(a)(Y - b)d. On en d�duit que Fd-1(a) = -Fd(a)db, c'est �
dire que P est sur la courbe d'�quation dFdY - Fd-1 = 0. Puisque Fd ≠ 0, le
compl�mentaire de V(Fd) est infini. On voit donc que C et la courbe d'�quation
dFdY - Fd-1 = 0,Êont une infinit� de points communs. Puisque C est
irr�ductible, elle est contenue dans la courbe d'�quation dFdY - Fd-1. Cela
implique que dFdY - Fd-1 ‘ I(C) et donc que F divise dFdY - Fd-1 si bien que d
≤ 1. On voit donc que F est de degr� 1 en Y.

Si g, h ‘ k[C] sont telles que f = g / h, on a h y2 - g x = 0. Il suit que si g et h
se prolongent en G et H ‘ k[X, Y], il existe K ‘ k[X, Y] tel que HY 2 - GX = (X 4 -
Y 4 - ¬X 3 + X Y 2)K. On voit donc que H(O) Y 2 = 0. On a donc h(O) = 0 et f n'est
pas r�guli�re en O. Par contre, on a
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f (1 - f) = y
 2

xÖ  
 x - y  2

xÖ   = xy  2 - y4

xÖ   = ¬x3 - x4

x  Ö = ¬x2 - x3,

ce qui montre que f (1 - f) est r�guli�re en O.

2222....7.5. On a f'x  = -3x2 + 1, f'y  = 2y et donc t = 3x2 - 1
2y   si bien que t est r�guli�re

sur C0. Il suit que u et v sont aussi r�guli�res.

2.7.6. Puisque y2 = x3 - x et y'2 = x'3 - x', on a y'2 - y2 = (x'3 - x') - (x3 - x) =
(x'3 - x3) - (x' - x) = (x2 + xx' + x'2 - 1)(x' - x). On a donc bien

 x
2 + xx' + x'2 - 1

y + y'   = y' - y
x' - x 

2.7.8. Il suffit de remarquer que si b ≠ 0, alors r(a, b, a, b) = t(a, b).

2222....8.3. On a U = D(T 4 - 1) et donc

‚(U) = k[T](T 4-1) = { F
(T 4 - 1)n , F ‘ k[T], n ‘ ˙}.

2222....8.4. Puisque k[X] est factoriel, on peut �crire R := F/G avec F et G ‘ k[X]
premiers entre eux. Si a ‘ U, on a donc G(a)R(a) - F(a) = 0, c'est � dire
P := (a, R(a)) ‘ V(GY - F). On voit donc que E « V(GY - F). Pour conclure, il
suffit de montrer que la courbe d'�quation GY = F est irr�ductible et que E est
infini. Puisque U est un ouvert non vide, U est infini et il en va donc de m�me
de E. Il nous reste donc � v�rifier que V(GY - F) est irr�ductible : Si GY - F =
H1H2, alors H1 (ou H2) ‘ k[X] et donc H1 divise F, ce qui implique que H1 divise
G. Puisque F et G sont premiers entre eux, H1 est n�cessairement constant.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 3 - COURS

Courbes alg�briques planes

On fixe un corps de base alg�briquement clos k.

3.1. Th�or�me des z�ros de Hilbert

3.1.1. Proposition Si V est un ensemble alg�brique affine sur k, les id�aux
maximaux de k[V] sont les id�aux de la forme IV(P) o� P est un point de V.

Si µ est un id�al maximal de k[V], alors k[V]/µÊest � la fois un corps et une
k-alg�bre de type fini. Il r�sulte alors du Nullstellensatz alg�brique que k[V]/µ
est une extension finie de k et donc isomorphe � k car k est alg�briquement clos.
Or nous avons vu que cette condition est n�cessaire et suffisante pour que µ soit
de la forme IV(P).

Corollaire Si I est un id�al propre de k[V], alors V(I) ≠ Ø.

L'id�al I est contenu dans un id�al maximal, qui est n�cessairement de la
forme IV(P) et on a donc {P} = V(IV(P)) « V(I).

3.1.2. Th�or�me (Nullstellensatz) Si V est un ensemble alg�brique affine sur k
et I un id�al de k[V], alors IV(V(I)) = I .

Corollaire Si V est irr�ductible et g ‘ k[V], alors ‚(D(g)) = k[V]g := {h/gn, h ‘
k[V]}.

D�monstration du th�or�me et de son corollaire : Dans le cas o� g = 1, le
corollaire nous dit que toute fonction r�guli�re sur V est polynomiale. Ceci se
v�rifie ais�ment : l'ensemble des p�les de f ‘ k(V)Êest V(If)Êo� If = {h ‘ k[V], fh
‘ k[V]}. Si f est r�guli�re sur V, alors V(If) = Ø et donc 1 ‘ If si bien que f ‘
k[V].

Nous allons maintenant d�montrer le th�or�me et son corollaire lorsque V =
Ån. Nous savons que si G ‘ k[X1, . . . , Xn], la projection p : Ån+1 #@ Ån induit
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une immersion ouverte j : W := V(GXn+1 - 1) Ã@ Ån. En particulier, j* induit
un isomorphisme entre ‚(D(G)) et ‚(W) = k[W]. On voit donc que ‚(D(G)) =
{F(X1, . . . , Xn, 1/G), F ‘ k[X1, . . . , Xn+1]} = {F/Gd, F ‘ k[X1, . . . , Xn]}. Plus g�-
n�ralement, siÊI est un id�al de k[X1, . . . , Xn], alors j* induit un isomorphisme
entre {F/Gd, F ‘ I} et j*(I)k[W]. Si V(j*(I)) ≠ Ø, il existe P ‘ W tel que j(P) ‘
V(I). Puisque j(P) ‘ U, on a G(j(P)) ≠ 0 et donc G ’ I(V(I)). On voit donc que,
r�ciproquement, si G ‘ I(V(I)), alors V(j*(I)) = ØÊet donc 1 ‘ j*(I)k[W]Êsi bien
que 1 = F/Gn avec F ‘ I, c'est � dire Gn ‘ I. On a donc I(V(I)) « I  et l'inclusion
inverse est triviale.

D�montrons maintenant le th�or�me et son corollaire dans le cas g�n�ral :
si i : V Ã@ Ån est lÕinclusion canonique, alors tout id�al de k[V] est de la forme
i*(I) o� I est un id�al de k[X1, . . . , Xn]. On sait alors que IV(V(i*(I)))Êest l'image
de I(V(I))Êet que i*(I) est l'image de I . On a donc bien IV(V(I)) = I. Enfin,
comme lÕensemble des p�les de f ‘ k(V)Êest V(If), on voit que f ‘ ‚(D(g))Êssi
V(If) « V(g) ssi g ‘ I(V(If)) ssi gn ‘ If ssi f = h/gnÊavec h ‘ k[V]. On a donc bien
‚(D(g)) = k[V]g.

3333....1111....3333....    Nous d�montrons ci dessous quelques cons�quences du th�or�me des z�ros
de Hilbert.

Corollaire Si V est un ensemble alg�brique affine, les applications S ò@ V(S)
et E ò@ IV(E) induisent des bijections r�ciproques entre les sous-ensembles al-
g�briques (resp. les sous-ensembles alg�briques irr�ductibles, resp. les points) de
V et les id�aux radicaux (resp. les id�aux premiers, resp. les id�aux maximaux)
de k[V].

Si W est un sous-ensemble alg�brique de V, alors I = IV(W) est un id�al ra-
dical et W = V(IV(W)). R�ciproquement, si I est un id�al radical de k[V], alors W
:= V(I) est un sous-ensemble alg�brique de V et I = IV(V(I)). De plus, I est pre-
mier (resp. maximal) si et seulement si W est irr�ductible (resp. r�duit � un
point).

Corollaire (Nullstellensatz projectif) Si I est un id�al gradu� de k[X1, . . . ,
Xn+1], alors Vp(I) = Ø si et seulement si il existe N tel que X N

1, . . . , XN
n+1 ‘ I.

Sinon, on a I(Vp(I)) = I .

On a
Vp(I) = Ø ssi V(I) « {O} = V(X1, . . . , Xn+1)
Vp(I) = Ø ssi X1, . . . , Xn+1 ‘ I(V(I)) = I .
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Sinon, on a I(Vp(I)) = I(C(Vp(I))) = I(V(I)) = I .

Corollaire Les applications S ò@ Vp(S) et A ò@ I(A) induisent des bijections
r�ciproques entre les sous-ensembles alg�briques (resp. les sous-ensembles alg�-
briques irr�ductibles) de Ên et les id�aux radicaux (resp. les id�aux premiers)
homog�nes, autres que (X1, . . . , Xn+1), de k[X1, . . . , Xn+1].

Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ên, alors I := I(V) est un id�al ra-
dical homog�ne, V = Vp(I(V) et I ≠ (X1, . . . , Xn+1). R�ciproquement, si I est un
id�al radical homog�ne distincts de (X1, . . . , Xn+1) de k[X1, . . . , Xn+1], alors V :=
Vp(I) est un sous-ensemble alg�brique de ÊnÊet I = I(Vp(I)). De plus, I est pre-
mier si et seulement si V est irr�ductible.

Corollaire Si V est une hypersurface (affine ou projective) d'�quation F = 0, les
composantes irr�ductibles de V sont les hypersurfaces d�finies par les facteurs
irr�ductibles de F.

Si F = Fr11  . . . Frmm Êest la d�composition de F en produit de facteurs irr�duc-
tibles, on a V(F) = V(F1) Ù . . . Ù V(Fm). Les V(Fi)Êsont irr�ductibles et ne sont
pas contenus les uns dans les autres car les id�aux (Fi)Êsont premiers et ne sont
pas contenus les uns dans les autres. Le m�me raisonement marche dans le cas
projectif.

3.2. Multiplicit� en un point d'une courbe plane irr�ductible.

3.2.1. Lemme Soit V un ensemble alg�brique affine et P1, . . . , Pr ’ V . Il existe
alors F ‘ I(V) tel que F(Pj) = 1 pour tout j = 1, . . . , r.

 Traitons dÕabord le cas r = 1 : Comme V est alg�brique, il est clair que si P ’
V, il existe F ‘ I(V) avec F(P) ≠ 0. Quitte � multiplier F par une constante, on
peut supposer que F(P) = 1. En g�n�ral, on peut appliquer �a � chaque Pi et donc
trouver Fi ‘ I(V) avec Fi(Pi) = 1. DÕautre part, comme {P1, . . . , Pi-1, Pi+1, . . . ,
Pr} est un ensemble fini et donc alg�brique et que lÕon peut supposer P1, . . . , Pr
tous distincts, on voit qu'il existe Gi ‘ I(P1, . . . , Pi-1, Pi+1, . . . , Pr) tel que Gi(Pi)
= 1 , cÕest � dire, tel que pour tout j = 1, . . . , r, on ait Gi(Pj) = ∂ij. Il suffit alors de
prendre F = F1G1 + . . . + FrGr.

3.2.2. Proposition (local au global) Soit I un id�al de k[X1, . . . , Xn]. Alors,
V(I) est fini si et seulement si k[X1, . . . , Xn]/I est une k-alg�bre finie. Si c'est le
cas, l'application canonique
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k[X1, . . . , Xn]/I #@ Œ
P‘V

  oÅn,P/IoÅn,P

est un isomorphisme.

D�monstration : On note par une lettre minuscule f l'image d'un polyn�me F ‘
k[X1, . . . , Xn]Êdans R := k[X1, . . . , Xn]/I. Soient P1, . . . , Pr ‘ V(I) et F1, . . . , Fr
‘ k[X1, . . . , Xn] tels que pour tous i, j = 1, . . . , r, on ait Fi(Pj) = ∂ij. Si fiaifi = 0,
alors fiaiFi ‘ IÊet on a donc, pour tout j = 1, . . . , r, aj = fiai∂ij = fiaiFi (Pj) = 0.
Cela montre que les fiÊsont lin�airement ind�pendants sur k. On en d�duit que si
R est de dimension finie sur k, alors V(I)Êest fini. R�ciproquement, si V(I) = {P1,
. . . , Pr}Êavec pour tout i = 1, . . . , r, Pi = (ai1, . . . , ain), on pose pour tout j = 1, . .
. , n, Hj = ∏(Xj - aij). On voit que pour tous i, j, Hj(Pi) = 0 si bien que pour tout
j, Hj ‘ I(V(I)) = I . Il existe donc N tel que pour tout j = 1, . . . , n, HN

j   ‘ I. On
voit donc que pour tout j, hN

j   = 0, ce qui implique que xNr
j   appartient au sous es-

pace de RÊengendr� par les xk
j Êpour k = 1, . . . , Nr - 1. On en d�duit que les xk

1 1 .
. . xk

n n avec ki < NrÊforment un syst�me g�n�rateur de R et donc que R est de di-
mension finie.

Montrons que si V(I) = {P1, . . . , Pr} et si pour tout i = 1, . . . , r, on note µi
:= I(Pi), il existe pour tout d > 0, E1, . . . , Er ‘ k[X1, . . . , Xn] tels que Ei = ∂ij
mod µd

j  pour tous i , j = 1, . . . , r : Il r�sulte du lemme qu'il existe F1, . . . , Fr
satisfaisant cette condition pour d = 1. En g�n�ral, on prend Ei = 1 - (1 - Fd

i  )d .
Montrons que fieiÊ= 1, que pour tout i = 1, . . . , r, on a e2

i  = ei et que si j ≠ i =
1, . . . , r, alors eiej = 0 : Il r�sulte du Nullstellensatz que I  = I(P1, . . . , Pr) = ı
µi. Puisque k[X1, . . . , Xn]Êest noetherien, il existe d tel que (ıµi)

d « I. Enfin,
puisque les µiÊsont des id�aux maximaux, on a ıµd

i   = (ıµi)
d. D'autre part, on a

Ei = ∂ij mod µd
j  pour tous i , j = 1, . . . , r. Il suffit alors de remarquer que pour k

= 1, . . . , r, on a 1 - fi Ei = (1 - Ek) - fi
i≠k

  Ei ‘ µd
k , pour tout i = 1, . . . , r,(1 -

Ei)Ei ‘ µd
k , et pour tout j ≠ i, EiEj ‘ µd

k .
Montrons que a) pour tous j = 1, . . . , r, Ei = ∂ij mod IoÅn,Pj

 et b) si H ‘
k[X1, . . . , Xn] est tel que H(Pi) ≠ 0, il existe S ‘ k[X1, . . . , Xn] tel que hs = ei : a)
On a pour j ≠ i, eiej = 0 et donc EiEj = 0 mod IoÅn,Pi

 dans oÅn,Pi
. Puisque Ei(Pi)

= 1 ≠ 0, Ei est inversible dans oÅn,Pi 
et on voit donc que Ej = 0 mod IoÅn,Pi

 pour j
≠ i. Enfin, puisque fiei = 1 , on a Ei = fiEj = 1 mod IoÅn,Pi

. b) Si a := H(Pi), on a (a
- H)d ‘ µd

i   et donc (a - H)dEi ‘ I, c'est � dire (a - h)dei = 0. Puisque h divise ad

- (a - h)d, on voit que h divise adei - (a - h)dei = adei et donc aussi ei.
 Montrons enfin que l'application canonique

R #@ oÅn,P1
/IoÅn,P1

 | . . . | oÅn,Pr
/IoÅn,Pr

.
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est bijective : Si F ‘ k[X1, . . . , Xn]Êest tel que F ‘ IoÅn,Pi
 , alors il existe Hi ‘

k[X1, . . . , Xn] tel que Hi(Pi) ≠ 0Êet FHi ‘ I, c'est � dire fhi = 0. D'autre part,
comme Hi(Pi) ≠ 0,Êon peut �crire ei = hisi. On voit donc que si F ‘ IoÅn,Pi

 pour
tout i = 1, . . . , r, alors f = f(fiei) = fifei = fifhisi = 0. Cela montre que
l'application est injective et il reste � v�rifier qu'elle est surjective : Donnons
nous, pour i = 1, . . . , r, Gi/Hi ‘ oÅn,Pi

. On a alors Hi(Pi) ≠ 0Êsi bien qu'il existe
Si ‘ k[X1, . . . , Xn]Êtel que ei = hisi et donc Ei = HiSi mod IoÅn,Pi

 dans oÅn,Pi
. Si

on pose F := fiGiSiEi, on a bien F = fiGjSjEj = GiSi = Gi/Hi mod IoÅn,Pi
.

3.2.3. Th�or�me Si C est une courbe irr�ductible plane et P un point de C, il
existe un (unique) entier m tel que dimk µn

C ,P/µn+1
C,P  = m pour n ≥ m. Si C est af-

fine, I(C) = (F)Êet P = O, alors m = val(F).

D�monstration : On sait que si ‡Êest un changement de coordonn�es, alors oC,P
~= o‡(C),‡(P) et que si C est affine, alors oC,P ~= oC*,P. On peut donc supposer que C
est affine et que P = O. Il s'agit de montrer que si I(C) = (F), m = val(F) et n ≥
m, alors dimk µn

C ,O/µn+1
C,O  = m.

Si G ‘ k[X, Y], on a par d�finition FG ‘ (X, Y)n si et seulement si val(FG) ≥
n. Puisque val(FG) = val(F) + val(G), cette derni�re condition est �quivalente �
val(G) ≥ n - m, c'est � dire G ‘ (X, Y)n-m. On voit donc que le noyau de l'applica-
tion lin�aire compos�e de la multiplication par F sur k[X, Y]Êet de la projection
k[X, Y] #@ k[X, Y]/(X, Y)n est (X, Y)n-m. On a donc une suite exacte courte

0 #@ k[X, Y]/(X, Y)n-m #@ k[X, Y]/(X, Y)n #@ k[X, Y]/((X, Y)n + (F)) #@ 0

D'autre part, puisque V((X, Y)n + (F)) = {O}, on a
k[X, Y]/((X, Y)n + (F)) ~= oÅ2,O/((X, Y)n + (F))oÅ2,O
k[X, Y]/((X, Y)n + (F)) ~= oC,O/(x, y)noC,O 
k[X, Y]/((X, Y)n + (F)) ~= oC,O/µn

C ,O.
On v�rifie ais�ment que dimk k[X, Y]/(X, Y)n = n(n+1)/2 et on en d�duit que

dimk oC,O/µn
C ,O = nm - m(m-1)/2

On conclut gr�ce � la suite exacte

 0 #@ µn
C ,O/µn+1

C,O  #@ oC,O/µn+1
C,O  #@ oC,O/µn

C ,O #@ 0.

3.2.4. D�finition On dit que mP(C) := m est la multiplicit� de C en P. Si P ’ C,
on pose mP(C) := 0.

3.3. Diviseurs dans le plan
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3.3.1. D�finitions  Le groupe des diviseurs du plan (affine ou projectif) est le
groupe abelien libre sur les courbes irr�ductibles. Si C = œ eiCi, on dit que CiÊest
une composante de multiplicit� ei dans C. Si ei = 1, on dit que Ci est une compo-
sante simple. On dit que C est effectif si les ei sont positifs (ou nuls) et non tous
nuls. Si C est un diviseur de Ê2, la partie affine de C est C* := œ eiCi*. Si C est un
diviseur de Å2, la fermeture projective de CÊest C* = œ eiCi

* .

¥ Si C et D sont deux diviseurs de Ê2, alors (C + D)* = C* + D*Êet si C et D sont
deux diviseurs de Å2, alors (C + D)* = C* + D* : Clair.

¥ Si C est un diviseur de Å2, on a C = (C*)*. De m�me, si C est un diviseur de Ê2

et si la droite � l'infini n'est pas une composante de C, alors C = (C*)
* : R�sulte

par additivit� du cas irr�ductible.

3.3.2. D�finition Si ‡Êest un changement de coordonn�es et C := œ eiCi est un
diviseur, on pose ‡-1(C) := œ ei‡

-1(Ci).

¥ On a toujours ‡-1(C + D) = ‡-1(C) + ‡-1(D) : Clair.

3.3.3. D�finition Si C := œ eiCi est un diviseur effectif et P un point du plan, la
multiplicit� de C en P est mP(C) := œ eimP(Ci).

¥ On a toujours mP(C + D) = mP(C) + mP(D) : Clair.

¥ Si P est un point d'un diviseur effectif C du plan affine, alors mP(C) = mP(C*) :
Par additivit�, on peut supposer C est irr�ductible et on sait alors que oC,P ~=
oC*,P.

¥ Si ‡Êest un changement de coordonn�es et C un diviseur effectif, alors mP(‡-

1(C)) = m‡(P)(C) : Par additivit�, on peut supposer que C est irr�ductible et on
sait alors que oC,‡(P) ~= o‡-1(C),P.

3.3.4. D�finition Si F = Œ Fe
i i est la d�composition d'un polyn�me (homog�ne,

dans le cas projectif) non constant en produit de facteurs irr�ductibles, on dit que
[F] := œ eiV(Fi) est le diviseur de F.

¥ Les diviseurs effectifs sont les diviseurs des polyn�mes (homog�nes, dans le cas
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projectif) non constants : Cela r�sulte du cas irr�ductible.

¥ On a toujours [FG] = [F] + [G] : Si F = Œ Fe
i i et G = Œ Ff

i i , alors FG = Œ Fe
i

i+fi et on a donc [FG] = œ (ei + fi)V(Fi) = œ ei V(Fi) + œ fiV(Fi) = [F] + [G].

¥ On a toujours [F]* = [F* ] et [F]* = [F* ] : R�sulte de l'additivit� des
applications qui interviennent car le r�sultat est d�j� connu dans le cas
irr�ductible.

¥ Si ‡ est un changement de coordonn�es, alors ‡-1([F]) = [‡*(F)] : Par additi-
vit�, il suffit de rappeler que ‡-1(V(F)) = V(‡*(F)).

¥ Si C est le diviseur de F ‘ k[X, Y], alors mO(C) = val(F) : On proc�de par r�-
currence sur le degr� de F. Si F est irr�ductible, on conna�t d�j� le r�sultat.
Sinon, on �crit F = GH avec G et H de plus bas degr�s si bien que C = [GH] =
[G] + [H], et on a mO(C) = mO([G] + [H]) = mO(G) + mO(H)= val(G) + val(H)
= val(F).

3.3.5. D�finitionSi C = [F] avec F de degr� n, on dit que C est un diviseur ef-
fectif de degr� n.

¥ Si C et D sont deux diviseurs du plan, on a deg (C + D) = deg C + deg D : On a
[FG] = [F] + [G] et deg FG = degF + deg G.

¥ On a toujours deg C* = deg CÊet deg C* = deg C - m o� m est la multiplicit� de
la droite � l'infini dans C : R�sulte par additivit� du cas irr�ductible. Si I(C) =
(F), alors I(C*) = I(C)* = (F)* = (F*) et deg F* = deg F. De plus, si C est une
courbe projective plane infinie irr�ductibleÊautre que la droite � l'infini, alors deg
C* = deg C car (C*)

*= C.

¥ Si ‡Êest un changement de coordonn�es, alors deg ‡-1(C) = deg C : R�sulte par
additivit� du cas irr�ductible : on a ‡-1(C) = V(‡*(F)) (ou ‡-1(C) = Vp(‡*(F)))
et deg ‡*(F) = deg F.

3.4. Points singuliers et non singuliers

3.4.1. D�finition Soit C un diviseur effectif. On dit que P appartient � C si
mP(C) > 0, que P est singulier si mP(C) > 1 et que P est non singulier si mP(C) =
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1. Enfin, on dit que C est non singulier si tous les points de C sont non singuliers.

¥ Si C est le diviseur de F, on a P ‘ C si et seulement si F(P) = 0 : Par d�finition,
si F = Œ Fe

i i est la d�composition de F, dire que P ‘ C signifie qu'il existe i tel que
Fi(P) = 0Êce qui �quivaut encore � dire que F(P) = Œ Fi(P)ei = 0.

¥ Un point P du plan affine est un point singulier de C si et seulement si P est un
point singulier de C* : Clair.

¥ Si ‡Êest un changement de coordonn�es, alors P est un point singulier de ‡-

1(C) si et seulement si ‡(P) est un point singulier de C.

¥ Si C est le diviseur de F ‘ k[X, Y], alors O est un point non singulier de C si et
seulement si val(F) = 1 : Clair.

3.4.2. Si ‡ := [F1, . . . , Fn] : Åm #@ Ån est une application polynomiale, on note
‡' := [dFi/Xj] ‘ Mn,m(k[X1, . . . , Xm]).

¥ Si ‡ est une application affine, alors ‡' est la matrice [
@
‡ ] ‘ Mn,m(k) de 

@
‡ . En

particulier, ‡' = 1 si ‡ est une translation : Si ‡ = (fi c1jXj + d1 . . . , fi cmjXj +
dm), alors [

@
‡ ] = [cij] et on a bien aussi ‡' = [cij] = [

@
‡ ].

¥ Si Í : Ån #@ År est une autre application polynomiale, on a (Í Ï ‡)' =
‡*(Í').‡' avec ‡*(Í') := [‡* (dGi/dXj)] si Í := [G1, . . . , Gn] : On sait que pour
tout i = 1, . . . , r et j = 1, . . . . , m, on a d Gi(F1 , . . . , Fn )/dXj =
fi
k
 (dGi/dXk)(F1, . . . , Fn) .dFk/dXj.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], alors ‡*(F)' = ‡*(F').‡' avec ‡*(F') := [‡*(dF/Xj)] : On
a ‡*(F)' = (F Ï ‡)' = F'(‡).‡' et F'(‡) = [dF/Xj(‡)] = [‡*(dF/Xj)] = ‡*(F').

3.4.3. Proposition Un point P du diviseur de F est singulier si et seulement si
F'(P) = 0.

D�monstration : On a vu que si ‡ est une application polynomiale, alors ‡*(F)'
= ‡*(F').‡' et il suit que ‡*(F)'(P) = ‡*(F')(P).‡'(P) = F'(‡(P)).‡'(P). En
particulier, on voit que si ‡'(P) est inversible et F'(‡(P)) = 0, alors ‡*(F)'(P) =
0. Il suit que la condition est invariante par changement de coordonn�es et on
peut donc supposer que P = O. D'autre part, si F ‘ k[X, Y, Z] est homog�ne de
degr� r, on dispose de la formule d'Euler : XdF/dX + YdF/dY + ZdF/dZ = rF et on
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sait que (dF/dX)* = (dF*/dX) et (dF/dY)* = (dF*/dY). On en d�duit que F'(P) = 0
si et seulement si (F*)'(P) = 0. On peut donc supposer que C est affine et on a
alors F = dF/dX(O)X + dF/dY(O)Y mod (X, Y)2. On sait que C est singuli�re en
O si et seulement si val(F) > 1, et on voit que cette condition est �quivalente �
dire que dF/dX(O) = dF/dY(O) = 0.

Corollaire Si C n'a pas de composante multiple, l'ensemble des points singuliers
de C est fini.

Puisque deux courbes irr�ductibles distinctes se rencontrent en un nombre
fini de points, on peut supposer que C est irr�ductible. Supposons que C ait un
nombre infini de points singuliers et posons I(C) = : (F). L'ensemble V(F,
dF/dX) �tant infini et F irr�ductible, F divise dF/dX. Pour des raisons de degr�s,
on doit donc avoir dF/dX = 0. De m�me, on doit avoir dF/dY (= dF/dZ, dans le
cas projectif) = 0. On en d�duit que k est de caract�ristique p ≠ 0 et que F = Gp,
ce qui contredit l'hypoth�se que C est irr�ductible.

3.4.4. La notion de valuation discr�te est bien pratique pour �tudier les points
non singuliers :

¥ Une courbe irr�ductible C est non singuli�re en un point P si et seulement si
oC,P est un anneau de valuation discr�te : On sait que oC,P est un anneau local
int�gre noetherien d'id�al maximal µC,P et de corps r�siduel k. Un tel anneau est
un anneau de valuation discr�te si et seulement si dimk µC,P/µ2

C,P  = 1.

¥ Soit P un point non singulier d'une courbe irr�ductible C et vC,P la valuation
associ�e. Alors, pour tout f ‘ k(C), on a

vC,P(f) < 0 ssi P est un p�le de f        ssi f ’ oC,P
vC,P(f) ≥ 0 ssi f est r�guli�re en P       ssi f ‘ oC,P
vC,P(f) = 0 ssi f est r�guli�re en P et f(P) ≠ 0  ssi f ‘ o|

C ,P
vC,P(f) > 1 ssi P est un z�ro de f        ssi f ‘ µC,P

¥ Soit P un point non singulier d'une courbe irr�ductible C et f ‘ oC,P. Alors
vC,P(f) ≥ n ssi f ‘ µn

C ,P. On a aussi vC,P(f)= dimk oC,P/(f).

¥ Si D est l'axe des X et si F ‘ k[X] « oD,O, alors vD,O(F) = val(F) : En effet, on
sait que vD,O(F) ≥ n si et seulement si F ‘ µn

D  ,O = XnoD,O. Mais dire que F ‘
XnoD,O signifie qu'il existe G ‘ k[X] avec G(P) ≠ 0 tel que FG ‘ (Xn) « k[X], c'est
a dire avec val(G) = 0 et val(F) = val(F) + val(G) = val(FG) ≥ n.
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3.5. Tangentes, points d'inflexions

3.5.1. D�finition Soient C et D les diviseurs de F et G et P un point du plan.
Alors, la multiplicit� d'intersection de C et D en P est

I(C, D; P) := dimk oÅ2,P/(F, G)

dans le cas affine et

I(C, D; P) := dimk oÊ2,P/(F/LdegF, G/LdegG),

L �tant une forme lin�aire telle que L(P) ≠ 0, dans le cas projectif.

¥ Cette d�finition a bien un sens : Si M est une autre forme lin�aire telle que
M(P) ≠ 0 , alors F/MdegF = (L/M)degFF/LdegF et G/MdegG = (L/M)degGG/LdegG. On
voit donc que dans la d�finition de I, l'id�al (F/LdegF, G/LdegG) ne d�pend pas du
choix de L.

¥ Si ‡ est un changement de coordonn�es, alors I(‡-1(C), ‡-1(D); P) = I(C, D;
‡(P)) : Dans le cas projectif, par exemple, on sait qu'un changement de coordon-
n�es induit un automorphisme de oÊ2,P et il suffit donc de remarquer que
‡*

P(F/Ld)  = ‡*(F)/‡*(L)dÊet que ‡*(L)Êest une forme lin�aire tel que ‡*(L)(P) ≠
0 car L(‡(P)) ≠ 0.

¥ Si P est un point du plan affine, on a I(C, D; P) = I(C*, D*; P) : On sait que
l'application F ò@ F*, fournit un isomorphisme F = G/H ò@ F* = G*/H*, oÊ 2,P
~@ oÅ2,P. On a donc un isomorphisme

 oÊ2,P/(F/ZdegF, G/ZdegG) ~@ oÅ2,P/(F*, G*).

¥ Si D est une courbe affine irr�ductible non singuli�re en P, si C est le diviseur
de F et si f est la restriction de F � D, alors I(C, D; P) = vD,P(f) : En effet, on a
vu que

oÅ2, P/(F, G) ~= (oÅ2, P /G)/F(oÅ2, P /G) ~= oD, P/f.

et on sait que vD,P(f) = dimkoD, P/f.

3.5.2. D�finition Si I(C, D; P) > mP(C)mP(D), on dit que les diviseurs C et D
sont tangents en P. Les tangentes � C en un point P sont les droites tangentes � C
en P. On dit que P est un point ordinaire de C si le nombre de tangentes � C en P
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est mP(C).

¥ Si ‡Êest un changement de coordonn�es et D et C tangents en ‡(P), alors ‡-

1(D) est tangent � ‡-1(C) en P : On sait que les invariants I(C, D; P) et mP(C)
sont pr�serv�s par changement de coordonn�es.

¥ Les diviseurs C et D sont tangents C en un point P du plan affine si et seule-
ment si C* et D* sont tangentes en P : On sait que I(C, D; P) = I(C*, D*; P) et que
mP(C) = mP(C*).

3.5.3. Proposition Si Fm est la composante homog�ne de plus bas degr� de F ‘
k[X, Y], alors les tangentes au diviseur de F en O sont les composantes du divi-
seur de Fm.

D�monstration : Soit D une droite passant par O. Nous voulons montrer que le
diviseur C de F et la droite D sont tangents en O si et seulement si D est une
composante du diviseur de Fm. On a mO(D) = 1, mO(C) = degFm = val(F). De
plus, quitte � faire un changement de coordonn�es, on peut supposer que D est
l'axe des X si bien que I(C, D; P) = vD,O(F(X, 0)) = val(F(X, 0)). On voit donc
que C et D sont tangentes en O si et seulement si val(F(X, 0)) > val(F), ce qui
signifie bien que Y divise Fm.

3.5.4. Proposition Si P est un point non singulier du diviseur CÊde F, alors, la
tangente � C en P est la droite d'�quation

dF
dX(P)(X - a)  + dF

dY(P)(Y - b)  = 0,

 si P := (a, b) dans le cas affine, et

dF
dX(P) X + dF

dY(P) Y + dF
dZ(P) Z = 0

dans le cas projectif.

D�monstration : Cas affine : Si P = O, on sait que la tangente � C en P est le di-
viseur de la composante homog�ne de degr� 1 de F, c'est � dire de 

dF
dX(O) X +

dF
dY(O) Y. En g�n�ral, on consid�re la translation ‡ de vecteur 

@
OP . Si D est la

droite d'�quation L = 0 avec L = dF
dX(P)(X - a)  + dF

dY(P)(Y - b) , alors ‡-1(D) est
la droite d'�quation ‡*(L) = 0. Puisque ‡ est une translation, on a ‡*(F)'(O) =
‡*(F')(O) = F'(‡(O)) = F'(P) et on voit donc que ‡*(L) = d

dX(‡*(F))(O) X +
d

dY(‡*(F))(O) Y . Cela montre que ‡-1(D) est la tangente � ‡- 1(C) en O.
Puisque les tangentes sont conserv�es par changement de coordonn�es, D est
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bien la tangente � C en 0.
Cas projectif : Quitte � �changer X ou Y avec Z, on peut supposer que P ‘ C*.

On sait que si F est de degr� r, alors XdF/dX + YdF/dY + ZdF/dZ = rF. Il suit
que si P = (a, b), alors adF/dX(a, b, 1) + bdF/dY(a, b, 1) + dF/dZ(a, b, 1) = 0 et
on a donc

dF*
dX (P)(X - a)  + 

dF*
dY (P)(Y - b)  = dF

dX(a, b, 1)(X - a)  + dF
dY(a, b, 1)(Y - b) 

= dF
dX(a, b, 1) X + dF

dY(a, b, 1) Y + dF
dZ(a, b, 1) .

On voit donc que si D est la droite d'�quation

dF
dX(a, b, 1) X + dF

dY(a, b, 1) Y + dF
dZ(a, b, 1) Z = 0,

alors D* est la tangente � C en P. Il suit que D est bien la tangente � C en P.

3.5.5. D�finition Soient C un diviseur effectif, P un point non singulier de C et fl
la tangente � C en P. On dit que P est un point d'inflexion de C si I(C, fl; P) > 2.

¥ Soit ‡Êun changement de coordonn�es, CÊun diviseur du plan et P un point du
plan. Alors, P est un point d'inflexion de ‡-1(C) si et seulement si ‡(P) est un
point d'inflexion de C : Clair.

¥ Un point P du plan affine est un point d'inflexion de C* si et seulement si P est
un point d'inflexion de C : Clair.

¥ Si C est le diviseur de F = F1 + . . . + Fd = 0 avec Fi homog�ne de degr� i et F1 ≠
0. Alors, O est un point d'inflexion de C si et seulement si F1 divise F2 : On peut
supposer que la tangente � C est l'axe des X et donc que F1 = Y. Dans ce cas, O
est un point d'inflexion si et seulement si val F(X, 0) > 2, ce qui signifie que
F2(X, 0) = 0 et donc que Y divise F2.

3.5.6. D�finition Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], le hessien de F est Hess(F) = det(F").

¥ Si ‡ est un changement de coordonn�es affines, alors Hess(‡*(F)) =
(det

@
‡)2‡*(Hess(F)) : On sait que ‡*(F)' = ‡*(F')‡' et on en d�duit que ‡*(F)"

= ‡* (F')'‡' = (‡*(F")‡')‡'. On a donc Hess(‡*(F)) = det‡*(F)" =
det‡*(F")det

@
‡2 = ‡*(detF")(det

@
‡)2 = (det

@
‡)2‡*(Hess(F)).

3.5.7. Proposition ((((CCCCaaaarrrr    kkkk    ≠≠≠≠    2222)))) Soit C un diviseur effectif du plan projectif ne
contenant pas de droite. Supposons que C soit le diviseur de F  et soit H le



CAL - Chapitre 3 - Cours - 4/06/99

13

hessien de F. Alors, un point non singulier P de C est un point d'inflexion si et
seulement si H(P) = 0.

D�monstration : On peut supposer que P = O et que la tangente � C en O est
l'axe des X. On peut donc �crire F* = Y + aX2 + bXY + cY2 mod (X, Y)3 si bien
que

F"(O) = Erreur! ) .

On a donc H(O) = -2a et on sait que O est un point d'inflexion si et seulement si
a = 0.

3.6. Multiplicit� d'intersection

3.6.1. Proposition (i) On a I(C, D; P) ≠ 0 si et seulement si P ‘ C et P ‘ D.

(ii) On a I(C, D; P) = & si et seulement si C et D ont une composante com-
mune passant par P.

(iii) On a I(C, D + E; P) = I(C, D; P) + I(C, E; P).

D�monstration : Il suffit de traiter le cas affine et on �crit C = [F], D = [G] et
E = [H].

On a I(C, D; P) = 0Êsi et seulement si (F, G) = oÅ2,P, c'est � dire s'il existe A,
B ‘ k[X, Y] tels que (AF + BG)(P) ≠ 0Êet cela implique que F(P) ≠ 0Êou G(P) ≠
0, c'est � dire que P ’ C ou P ’ D. R�ciproquement, si pour tout A, B ‘ k[X, Y], on
a(AF + BG)(P) = 0, il est clair que F(P) = G(P) = 0. L'assertion i) est donc d�-
montr�e.

On d�montre ensuite iii) dans le cas o� P ’ E : Si H(P) ≠ 0, alors (F, GH) =
(F, G) « oÅ2,P et on a donc bien I(C, D + E; P) = I(C, D; P).

On d�montre maintenant l'assertion ii) : Gr�ce � i) et au cas particulier de
iii) que nous venons de traiter, on peut supposer que toutes les composantes de C
et de D passent par P. Si C et D n'ont pas de composante commune, alors V(F, G)
est fini, si bien que dimkk[X, Y]/(F, G) < &. On voit donc que oÅ2, P/(F, G)Êqui
est un facteur de k[X, Y]/(F, G)Êest de dimension finie. R�ciproquement, si C et
D ont une composante irr�ductible commune E passant par P, on �crit I(E) =
(H)Êsi bien que E = V(H)Êet k[E] = k[X, Y]/(H). Puisqu'une courbe plane est in-
finie, on a dimk k[E] = &. Puisque oE, P Ç k[E], on en d�duit que dimkoE, P = &.
Enfin, on a oÅ2, P /(H) = oE, P et (F, G) « (H)Êsi bien que I(C, D; P) ≥ dimk oE, P .

Enfin, on d�montre l'assertion iii) : Gr�ce au cas particulier d�j� trait� et �
(ii), on peut supposer que C et D n'ont pas de composante en commun. Montrons
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que le noyau de l'application compos�e de la multiplication par G sur oÅ2,P et de
la surjection canonique oÅ2,P #@ oÅ2,P/(F, GH) n'est autre que(F, H)oÅ2,P. On
a bien G(F, H) « (F, GH). R�ciproquement, si C/S, A/S et B/S ‘ oÅ2,P sont tels
que G(C/S) = (A/S)F + (B/S)GH alors AF = G(C - BH). Puisque F et G n'ont
pas de facteur commun, F divise C - BH et on peut donc �crire C - BH = DF si
bien que C/S = (D/S)F + (B/S)H ‘ (F, H). On dispose donc d'une suite exacte
courte

 0 #@ oÅ2,P/(F, H) #@ oÅ2,P/(F, GH) #@ oÅ2,P/(F, G) #@ 0,

d'o� la formule.

3.6.2. Th�or�me On a toujours I(C, D; P) ≥ mP(C)mP(D). De plus, C et D sont
tangentes en P si et seulement si C et D ont une tangente commune en P.

D�monstration : On peut supposer que P = O et que C et D sont des courbes af-
fines sans composante commune dont toutes les composantes passent par O. On
pose m = val(F) et n = val(G) et on note Fm et Gn les composantes homog�nes de
plus bas degr� de F et G.

Si val(A) ≥ n alors val(AF) ≥ m + n et si val(B) ≥ m alors val(BG) ≥ m + n.
On voit donc que l'application lin�aire (A, B) ò@ AF + BG, k[X, Y] $ k[X, Y]
#@ k[X, Y] induit une application lin�aire

k[X, Y]/(X, Y)n $ k[X, Y]/(X, Y)m #@ k[X, Y]/(X, Y)m+n.

Si cette application n'est pas injective, il existe A tel que val(A) < n (ou B tel que
val(B) < m) et val(AF + BG) ≥ m + n. On a donc val(AF + BG) > val(AF). En
notant Ad et Be les parties homog�nes de plus bas degr� de A et B, on voit que
AdFm + BeGn = 0, ou encore que AdFm = -BeGn. Puisque d < n, Gn ne divise pas
Ad si bien que Fm et Gn ont un facteur commun. Il suit que C et D ont une tan-
gente en commun. R�ciproquement, si la droite d'�quation L est une tangente
commune � C et D en O, la partie homog�ne de plus bas degr� de F s'�crit -LB
avec val(B) = m - 1 et celle de G s'�crit LA avec val(A) = n - 1, et on a n�cessai-
rement val(AF + BG) > m + n - 1, ce qui montre que l'application n'est pas injec-
tive.

Nous disposons donc d'une suite exacte � droite

k[X, Y]/(X, Y)n $ k[X, Y]/(X, Y)m #@ k[X, Y]/(X, Y)m+n

#@ k[X, Y]/((X, Y)m+n + (F, G)) #@ 0

et nous venons de voir que celle ci est exacte � gauche si et seulement si C et D
ont des tangentes distinctes en O. On en d�duit que dimk k[X, Y]/((X, Y)m+n +
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(F, G)) ≥ mn avec �galit� si et seulement si C et D n'ont pas de tangente en
commun.

Si V(F, G) = {O, P1, . . . , Ps}, on sait qu'il existe H ‘ k[X, Y] tel que H(Pk) =
0 pour k = 1, . . . , s et H(O) ≠ 0. On a donc HX ‘ I(V(F, G)) = (F, G)  et il existe
donc N tel que (HX)N ‘ (F, G) si bien que XN ‘ (F, G)oÅ2,O. De m�me, on a YN ‘
(F, G)oÅ2,O et on voit donc que pour d ≥ 2N, on a (X, Y)d « (F, G)oÅ2,O.
Montrons par r�currence descendante que, si C et D n'ont pas de tangente en
commun, cette inclusion est vraie pour d ≥ m + n : On �crit les parties
homog�nes de plus bas degr� de F et G comme produit de formes lin�aires L1. . .
Lm et M1. . . Mn. On pose Li = Lm pour i ≥ m et Mj = Ln pour j ≥ n. Si d ≥ m + n,
alors i ≥ m (ou d - i ≥ n) et on a donc L1. . . LiM1. . . Md-i = (L1. . . Lm)(Lm+1. . .
LiM1. . . Md-i) = H mod F avec val(H) > d . Par r�currence, on a H ‘ (F, G)oÅ2,O
et donc L1. . . LiM1. . . Md-i ‘ (F, G)oÅ2,O. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que si L1, L2, . . . et M1, M2, . . . sont des suites de formes lin�aires telles que
aucune des Mj n'est proportionnelle � l'une des Li, alors, pour tout d, les L1. . .
LiM1. . . Md-i forment une base de l'espace k[X, Y]d des polyn�mes homog�nes de
degr� d : Pour des questions de dimension, il suffit de montrer que ceux ci sont
lin�airement ind�pendants. On proc�de par r�currence sur d : Si fiåiL1. . . LiM1. .
. Md-i = 0, alors å0M1. . . Md + L1fiåiL2. . . LiM1. . . Md-i = 0. Puisque L1 ne divise
pas M1. . . Md, on a n�cessairement å0= 0  et fiåiL2. . . LiM1. . . Md-i = 0, ce qui
par r�currence, implique que å1 = . . . = åd = 0.

Finalement, puisque V((X, Y)m+n + (F, G)) = {O}, on a un isomorphisme
k[X, Y]/((X, Y)m+n + (F, G)) ~@ oÅ2,O/((X, Y)m+n + (F, G)) qui devient lorsque C
et D n'ont pas de tangente commune, k[X, Y]/((X, Y)m+n + (F, G)) ~@ oÅ2,O/(F,
G). On en d�duit comme annonc� que I(C, D; O) ≥ mn avec �galit� si et seule-
ment si C et D n'ont pas de tangente en commun en O.

3.7. Th�or�me de B�zout

3.7.1. Th�or�me (de B�zout) Si C et D sont deux diviseurs effectifs du plan pro-
jectif sans composante commune, alors

œ
P

  I(C, D; P) = degC.degD

D�monstration : On note avec un indice d l'espace des �l�ments homog�nes
de degr� d (ou nuls) dans une alg�bre gradu�e. On �crit C = [F], D = [G], m =
deg F, n = deg G et R := k[X, Y, Z]/(F, G). Il est clair que si d ≥ m et A ‘ k[X, Y,
Z]d-m, alors AF ‘ k[X, Y, Z]d

 et que si d ≥ n et B ‘ k[X, Y, Z]d-n, alors BG ‘ k[X,
Y, Z]d. On en d�duit, pour tout d ≥ m, n une application lin�aire (A, B) ò@ AF
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+ BG, k[X, Y, Z]d-m | k[X, Y, Z]d-n #@ k[X, Y, Z]d. De m�me, si d ≥ m + n et C
‘ k[X, Y, Z]d-m-n alors CG ‘ k[X, Y, Z]d-m et -CF ‘ k[X, Y, Z]d-n. On d�finit
ainsi une application lin�aire k[X, Y, Z]d-m-n #@ k[X, Y, Z]d-m | k[X, Y, Z]d-n,
C ò@ (CG, -CF) et on v�rifie ais�ment que la suite

0 @ k[X, Y, Z]d-m-n @ k[X, Y, Z]d-m | k[X, Y, Z]d-n @ k[X, Y, Z]d @ Rd @ 0

est exacte. Puisque dimk k[X, Y, Z]d = d(d+1)/2, on en d�duit que dimkRd= mn
pour d ≥ m + n.

Quitte � faire un changement de coordonn�es, on peut supposer que C et D
ne se coupent pas � l'infini. Si pour un polyn�me H ‘ k[X, Y, Z], on note H& :=
H(X, Y, 0) ‘ k[X, Y], cette condition s'�crit Vp(F&, G&) = Ø « Ê1, ou encore
V(F&, G&) = {O} « Å2, ce qui signifie que F& et G& n'ont pas de facteur
commun. Montrons que, si on note avec une minuscule h l'image de H ‘ k[X, Y,
Z] dans R, alors la multiplication par z sur R est injective : Si H ‘ k[X, Y, Z] est
tel que zh = 0, on peut �crire ZH = AF + BG et on a donc 0 = A&F& + B&G&.
Puisque F& et G& n'ont pas de facteur commun, on peut �crire B& = F&C avec C
‘ k[X, Y]. On a donc (A + CG)& = 0 et on peut �crire A + CG = ZA1. De m�me, on
peut �crire B - CF = ZB1, si bien que H = A1F + B1G et donc h = 0. Par
composition, on voit que pour tout r, la multiplication par zr est injective sur R.
Celle ci induit donc une application (lin�aire) injective de Rm+n sur Rm+n+r qui
est n�cessairement un isomorphisme car ces deux espaces ont m�me dimension
mn. On choisit alors H1, . . . , Hm n ‘ k[X, Y, Z] tels que {hi} soit une base de
Rm+n et on sait qu'alors {zrhi} est une base de Rm+n+r. Montrons que les images
des Hi* dans R* := k[X, Y]/(F*, G*) forment une base de R*. Si H ‘ k[X, Y] est de
degr� r, alors zn+mh* ‘ Rn+m+r et on peut donc �crire zn+mh* = fi åiz

rhi, c'est �
dire Zn+mH* = fi åiZ

rHi + AF + BG, et on a donc H = fi åiHi* + A*F* + B*G*. Le
syst�me est donc g�n�rateur et il reste � montrer qu'il est libre : Si fi åiHi* = AF*
+ BG*, alors (fi aiHi* )

*= (AF* + BG*,)* et on peut donc �crire ZrfiaiHi = Zn+r-

jA*F + Zm+r-kB*G avec j = degA et k = degB. On a donc fi åiz
rhi = 0, ce qui

implique que tous les åi sont nuls. On voit donc que dim R* = mn et on en d�duit,
puisque C et D ne se coupent pas � l'infini, que

 œ
P

  I(C, D; P) = œ
P

  I(C*, D*; P) = dimk R*= mn.

Corollaire Si C et D sont des diviseurs effectifs sans composantes en commun,
alors œ

P
  mP(C)mP(D) ≤ degC.degD.

 Il suffit bien sur de traiter le cas projectif et on a alors

œ
P

  mP(C)mP(D) ≤ œ
P

  I(C, D; P) = degC.degD.
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Corollaire Un diviseur non singulier du plan projectif est irr�ductible.

On applique B�zout � deux composantes de C.

Corollaire Si C est une courbe irr�ductible de degr� au moins deux et P et Q
deux points de C, alors mP(C) + mQ(C) ≤ degC.

On applique B�zout � C et � (PQ).

Corollaire Si C est une courbe irr�ductible, alors

fi
P

  mP(C)(mP(C) - 1)) ≤ degC(degC - 1).

Il suffit de traiter le cas affine. De plus, quitte � �changer X avec Y, on peut
supposer que C est le diviseur de F ‘ k[X, Y] avec dF/dX ≠ 0. Il suffit alors de
montrer d'une part que, si C' est le diviseur de dF/dX, alors deg C' ≤ degC - 1 et
d'autre part, que pour tout P, mP(C') ≥ mP(C) - 1. Pour la premi�re assertion, il
suffit de remarquer que degdF/dX < degF. Pour la seconde, on peut, quitte �
faire une translation, supposer que P = O et il suffit alors de remarquer que
val(dF/dX) ≥ val(F) - 1.

Corollaire Une courbe irr�ductible de degr� n a au plus n(n - 1)/2 points sin-
guliers.

3.7.2. D�finition Le groupe des 0-cycles du plan (affine ou projectif) est le groupe
ab�lien libre sur les points du plan. Le degr� du 0-cycle fiikPk est d := fiik. Un 0-
cycle fiikPk est positif si les ik sont des entiers positifs. Si C et D sont deux divi-
seurs effectifs du plan sans composantes communes, le cycle d'intersection de C
et D est C.D := fiI(C, D; P).P.

¥ On a toujours C.D = D.C et C.(D + E) = C.D + C.E : Clair.

¥ Si C et D sont deux diviseurs effectifs du plan projectif sans composantes com-
munes de degr�s respectifs m et n, alors C.D est un 0-cycle positif de degr� mn :
C'est B�zout.
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Exercices du chapitre III

1. Points singuliers des courbes affines planes

1.1. D�terminer les points singuliers du diviseur de Y - X2.

1.2. Idem avec Y2 - X3.

1.3. Idem avec Y2 - X3 - X2.

1.4. Idem avec Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

1.5. Idem avec 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

1.6. Idem avec Y3 - Y2 + X3 - X2 + 3XY2 + 3X2Y + 2XY.

1.7. Idem avec X4 + Y4 - X2Y2.

1.8. Idem avec X2 - X4 - Y4.

1.9. Idem avec XY - X6 - Y6.

1.10. Idem avec X3 - Y2 - X4 - Y4.

1.11. Idem avec X2Y + XY2 - X4 - Y4.

1.12. Idem avec Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25).

2. Singularit�s des courbes affines planes

2.1. (Car k ≠ 2) Soit F := Y2 - X3 + X. Calculer 
dF
dX  et 

dF
dY  puis montrer que le di-

viseur de F est non singulier.

2.2. (Car k ≠ 2) D�terminer les points singuliers du diviseur de X 4 - Y 4 - ¬X 3 +
X Y 2 = 0, ¬ ‘ k.

2.3. (k = Â) Idem avec X 3 + Y3 + 1 - 3¬XY, ¬ ‘ k.
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2.4. (Car k ≠ 2) Idem avec Y2 - F, F ‘ k[X].

2.5. (Car k ≠ 2) Montrer queÊl'origine est un point double de la courbe d'�quation
X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et que c'est l'unique point singulier de C.

2.6. (k = Â) Montrer que les composantes du diviseur de X 3 + Y3 - 3XY + 1 sont
trois droites que l'on d�terminera.

2.7. Montrer qu'une conique irr�ductible est non singuli�re.

2.8. Montrer que si P est un point non singulier d'une courbe irr�ductible C, il
n'existe pas de fonction rationnelle f sur C qui ait un p�le en P et telle que f (1 -
f) soit r�guli�re en P. Montrer que cela est faux si P est singulier.

3. Singularit�s des courbes projectives planes

3.1. D�terminer les points singuliers du diviseur de XY4 - YZ4 - XZ4.

3.2. Idem avec X2Y3 - X2Z3 - Y2Z3.

3.3. Idem avec Y2Z - X(X - Z)(X - ¬Z), ¬ ‘ k.

3.4. Idem avec Xn + Yn + Zn = 0, n > 0.

4. Tangentes aux points singuliers des courbes affines

4.1. D�terminer en chaque point singulierÊdu diviseur de Y2 - X3 + X, la multipli-
cit� et les �quation des tangentes.

4.2. Idem avec Y2 - X3.

4.3. Idem avec Y2 - X3 - X2.

4.4. Idem avec Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

4.5. Idem avec 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.
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4.6. Idem avec Y3 - Y2 + X3 - X2 + 3XY2 + 3X2Y + 2XY.

4.7. Idem avec X4 + Y4 - X2Y2.

4.8. Idem avec X2 - X4 - Y4.

4.9. Idem avec XY - X6 - Y6.

4.10. Idem avec X3 - Y2 - X4 - Y4.

4.11. Idem avec X2Y + XY2 - X4 - Y4.

4.12. Idem avec Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25).

5. Tangentes aux courbes affines

5.1. (Car k ≠ 2) D�terminer en chaque point singulierÊdu diviseur de X 4 - Y 4 -
¬X 3 + X Y 2, ¬ ‘ k, la multiplicit� et les �quation des tangentes.

5.2. (Car k ≠ 2)    Idem avec Y2 - F, F ‘ k[X].

5.3. D�terminer les points du diviseur de Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25) en les-
quels la tangente est horizontale ou verticale.

5.4. (Car k ≠ 2) On consid�re la courbe affine plane C d'�quation X2Y2 + X2 + Y2

= 2XY(X + Y + 1). Montrer queÊla diagonale principale fl est l'unique tangente �
l'origine et que C n'a pas de tangente horizontale. D�terminer les points de C en
lesquels la tangente est parall�le � fl ainsi qu'a l'autre diagonale fl' .

5.5. (Car k ≠ 2) Montrer que si la droite fl de pente finie c est tangente � la
courbe C d'�quation Y2 = X3 - X en P, d'abscisse a et coupe C en un autre point
P', d'abscisse a', alors 2a + a' = c2.

5.6. (Car k ≠ 2) Soit C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, f'x  et f'y  les restrictions
� C de 

dF
dX  et 

dF
dY , t := -

fx
fy

  , u := t2 - 2x, v := t(u - x) + y et C0Êl'ouvert de C
d�fini par y ≠ 0. Montrer que l'application ¥ : C0 #@ Å2, P ò@ P' := (u(P),
v(P)) est � valeurs dans C.
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5.7. Soit C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, V := C | C, x, y, x', y' les fonctions
coordonn�es sur V, r := y' - y

x' - x , m := r2 - (x + x'), n := r(m - x) + y et V0 l'ouvert
de V d�fini par y + y' ≠ 0. Montrer que l'application ƒ d�finie sur V0 dont les
composantes sont m et n est � valeurs dans C.

5.8. Soit C une courbe affine plane irr�ductible. On suppose que C passe par J =
(0, 1) et que la tangente D � C en J n'est pas horizontale. Si P ‘ C est distinct
de J, on note DP la droite joignant les points J et P et si DP n'est pas horizontale,

on note ƒ(P) le point d'intersection de DP avec l'axe des X (identifi� � Å1).

Montrer que ƒ est r�guli�re en J et que ƒ(J) est l'intersection de D et de l'axe des
X.

6. Tangentes aux courbes projectives

6.1. (Car k ≠ 2) D�terminer en chaque point singulierÊdu diviseur de XY4 - YZ4

- XZ4 la multiplicit� et les �quation des tangentes.

6.2. Idem avec X2Y3 - X2Z3 - Y2Z3.

6.3. Idem avec Y2Z - X(X - Z)(X - ¬Z), ¬ ‘ k.

6.4. (Car k ≠ 2) Montrer que deux cubiques irr�ductibles avec point de rebrous-
sement sont projectivement �quivalentes.

6.5. Idem avec deux cubiques irr�ductibles avec point double ordinaire.

7. Points d'inflexion ((((CCCCaaaarrrr    kkkk    ≠≠≠≠    2222))))

7.1. D�terminer les points d'inflexion du diviseur de Y - X3.

7.2. Idem avec Y2 - X3.

7.3. Idem avec Y2 - X3 + X.

7.4. Montrer que le point � l'infini de la courbe C d'�quation Y = X3 - X est un
point d'inflexion et d�terminer la tangente en ce point.

7.5. Montrer qu'une conique irr�ductible ne poss�de pas de point d'inflexion.
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8. Multiplicit� d'intersection � l'origine

8.1. D�terminer les multiplicit�s d'intersection � l'origine des diviseurs deÊY -
X2Êet Y2 - X3 + X.

8.2. Idem avec Y - X2 et Y2 - X3.

8.3. Idem avec Y2 - X3 + X et Y2 - X3.

8.4. Idem avec Y - X2 et Y2 - X3 - X2.

8.5. Idem avec Y2 - X3 + X et Y2 - X3 - X2.

8.6. Idem avec  Y2 - X3 et Y2 - X3 - X2.

8.7. Idem avec Y - X2 et Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

8.8. Idem avec Y2 - X3 + X et Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

8.9. Idem avec Y2 - X3 et Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

8.10. Idem avec Y2 - X3 - X2 et Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y.

8.11. Idem avec Y - X2 et 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

8.12. Idem avec Y2 - X3 + X et 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

8.13. Idem avec Y2 - X3 et 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

8.14. Idem avec Y2 - X3 + X2 et 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

8.15. Idem avec Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y et 4X2Y2 - (X2 + Y2)3.

9. Points d'intersection de deux courbes

9.1. Chercher les points d'intersection des diviseurs de Y2 - X(X - 2)(X + 1) et Y2

- 2X + X2 et d�terminer les multiplicit�s d'intersection en ces points.
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9.2. Idem avec X2 + Y2 + X3 + Y3 et X3 + Y3 - 2XY.

9.3. Idem avec Y5 - X(Y2 - X)2 et X2 - Y4 - Y3.

9.4. Idem avec Y3 - (X2 + Y2)2 - 3X2Y et (X2 + Y2)3 - 4X2Y2.

9.5. Idem avec Y2Z - X(X - 2Z)(X + Z) et Y2 + X2 - 2XZ.

9.6. Idem avec (X2 + Y2)Z + X3 + Y3 et X3 + Y3 - 2XYZ.

9.7. Idem avec Y5 - X(Y2 - XZ)2 et Y4 + Y3Z - X2Z2.

9.8. Idem avec (X2 + Y2)
2 
= Y3Z - 3X2YZ et (X2 + Y2)

3 
= 4X2Y2Z2 = 0

9.9. (Car k ≠ 2) Soit C la courbe affine plane d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X
+ Y + 1) et s : Å2 #@ Å2, (a, b) ò@ (-a, -b) la sym�trie centrale de centre O.
D�terminer les points d'intersection de C et s-1(C) et leur multiplicit� d'intersec-
tion en ces points.

10. Intersection de fermetures projectives

10.1. Soient C et C' les diviseurs respectifs de X4 - X3 + 2XY2 et X3 - X2Y - X2 +
2Y2. D�terminer les points d'intersection de C* et C'* ainsi que leurs multiplici-
t�s d'intersection en ces points.

10.2. Idem avec les diviseurs de X4 - Y4 + X3 + Y3 et X4 + Y4 + X3 - Y3.

10.3. Idem avec les diviseurs de(X - 1) Y2 + X2Y + X et Y = X2 - 2X.

10.4. Idem avec les diviseurs de 2X2 - Y2 - XY - 4 (X+ Y) et X3 - X2 + Y2.

10.5. (Car k ≠ 2) Idem avec les diviseurs de Y2 - 2X3 - X2 et Y - ¬X2, ¬ ‘ k.

11. Applications du th�or�me de B�zout

11.1. Soit C la courbe d'�quation Y2 = X3 - X, P un point de C et flÊla droite verti-
cale passant par P. Montrer que si fl n'est pas tangente � C en P, alors fl coupe C
en un unique autre point P' et fl n'est pas tangente � CÊen P' .
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11.2. Soit P un point de la courbe C d'�quation Y2 = X3 - X et flÊla droite verticale
passant par P. Montrer que si fl est tangente � C en P, alors fl ı C = {P}.

11.3. Soit P un point de la courbe C d'�quation Y2 = X3 - X tel que la tangente flÊ�
C en P ne soit pas verticale. Montrer que fl rencontre C en un unique autre point
P' �ventuellement �gal � P.

11.4. Soient P et P' deux points distincts de la courbe C d'�quation Y2 = X3 - X et
flÊla droite joignant P � P'. Montrer que si flÊest tangente � CÊen P, alors fl ı C =
{P, P'} et fl n'est pas tangente � C en P'.

11.5. Soient P et P' deux points distincts de la courbe C d'�quation Y2 = X3 - X et
flÊla droite joignant P � P'. Montrer que si flÊn'est tangente � CÊni en P, ni en
P'Êet n'est pas verticale, alors fl et C se coupent en un troisi�me point P".

11.6. Montrer qu'une cubique irr�ductible a au plus un point double comme sin-
gularit�.

11.7. Montrer qu'une cubique non singuli�re a exactement 9 points d'inflexion ou
une infinit�.

11.8. Montrer que toute cubique non singuli�re est projectivement �quivalente �
une courbe de Legendre C* o� C est la courbe d'�quation Y2 = X(X - 1)(X - ¬), ¬
‘ k\{0,1}.
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Corrig� des exercices du chapitre III

1.12. Remarquons tout d'abord que 4X4 - 20X2 + 25 = (2X2 - 5)2. Nous devons
donc r�soudre le syst�me suivant



 Y2 + (X2 - 5)(2X2 - 5)2  = 0
 2X(2X2 - 5)(6X2 - 2 5) = 0
 2Y = 0

 

En caract�ristique 2, on a Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25) = (X + Y + 1)2 et
tous les points sont donc singuliers. Sinon, le syst�me est �quivalent au syst�me



 (X2 - 5)(2X2 - 5)2  = 0
 X(2X2 - 5)(6X2 - 2 5) = 0
 Y = 0

 .

En caract�ristique 5, on a Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25) = Y2 - X6 et O est
le seul point singulier.

En caract�ristique diff�rente de 2 et de 5, il y a exactement deux points sin-
guliers de coordonn�es (±√10

2  , 0).

2.1. On a 
dF
dX  = -3X2 + 1 et 

dF
dY  = 2Y. Puisque k est de caract�ristique ≠ 2, on

montre sans probl�me que le syst�me Y2 = X3 - X, 0 = 3X2 - 1 et 2Y = 0 n'a pas
de solution.

2.2. On trouve les points singuliers en r�solvant le syst�me



 X 4 - Y 4 - ¬X 3 + XY 2 = 0 
4X 3 - 3¬X 2 + Y 2 = 0 
- 4Y 3 + 2XY = 0.

 

En formant la combinaison 4L1 - X L2 - Y L3, on voit qu'un tel point v�rifie les
deux �quations

X 4 - Y 4 = 0 et ¬X 3 - XY 2 = 0.

On en d�duit la discussion suivante.

a) Si ¬ ≠ ± 1, on voit que ces deux �quations n'ont pas d'autre solution com-
mune que X = 0, Y = 0. L'origine est alors l'unique point singulier.

b) Si ¬ = 1, les composantes du diviseur sont les droites d'�quation X = ± Y
et la conique d'�quation X 2 + Y 2 - X qui est non singuli�re. Il en r�sulte que les
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points singuliers de C sont les points d'intersection de ces trois courbes, c'est �
dire l'origine et les points de coordonn�s (1/2, ±1/2).

c) Le cas ¬ = - 1 se traite de la m�me fa�on.

2.3. On trouve les points singuliers de en r�solvant le syst�me



 X 3+ Y3 + 1 - 3¬XY = 0
3(X2-¬Y) = 0
3(Y2-¬X) = 0

 .

On voit qu'un tel point v�rifie X2 = ¬Y et Y2 = ¬X. En rempla�ant X2 et Y2 par ¬Y
et ¬X dans la premi�re �galit�, on voit que ¬XY = 1. Puis en rempla�ant ¬Y par
X2 que X3 = 1. Par sym�trie, on doit aussi avoir Y3 = 1 et donc ¬3 = 1. On voit donc
que le diviseur est non singulier si ¬ ≠ 1, j, j2.

On v�rifie ensuite que si ¬ = 1, les points singuliers sont les points de coor-
donn�es (1, 1), (j, j2) et (j2, j), que si ¬ = j, ce sont les points de coordonn�es (1,
j2), (j, j) et (j2, 1) et enfin, que si ¬ = j2, ce sont les points de coordonn�es (1, j),
(j, 1) et (j2, j2).

2.5. L'origine est un clairement un point double. De plus, les points de la courbe
qui sont singuliers satisfont X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et 2XY2 + 2X =
4XY + 2Y(Y + 1), soit, puisque k est de caract�ristique ≠ 2, X2Y2 + X2 + Y2 =
2XY(X + Y + 1) et XY2 + X = 2XY + Y(Y + 1). En multipliant par X les termes de
la seconde �quation et en retranchant terme � terme � la premi�re, on voit que
les points que nous cherchons satisfont Y2 = XY2 + XY et XY2 + X = 2XY + Y(Y +
1). Mis � part l'origine on voit donc que ces points satisfont XY = Y - X et XY2 +
X = 2XY + Y(Y + 1). En substituant Y - X � XY dans la seconde �quation, on
trouve XY = Y - X et XY = 3(X - Y), soit, puisque k est de caract�ristique ≠ 2, X
= Y = 0. On voit donc que O est l'unique point singulier de C.

2.6. Nous savons que les points singuliers sont P = (1,1), Q = (j, j2) et R = (j2, j).
Si C est r�union de 3 droites, leurs intersections sont les points singuliers de C.
Ceci sugg�re de consid�rer les droites (PQ), (QR), (RP) qui ont respectivement
pour �quations

jX + j2Y + 1 = 0, X + Y + 1 = 0 et j2X + jY + 1 = 0.

On v�rifie alors bestialement que

X 3+ Y3 - 3XY + 1 = (jX + j2Y + 1) (X + Y + 1) (j2X + jY + 1).
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2.7. Il s'agit de montrer que si P est un point d'une conique irr�ductible C, alors P
est non singulier. Quitte � faire un changement de coordonn�es, et � remplacer C
par sa partie affine dans le cas projectif, on peut supposer que C est affine et que
P = O. Si O �tait un point singulier de C, alors F n'aurait pas de composante ho-
mog�ne de degr� ≤ 1 et serait donc un polyn�me quadratique homog�ne. Ce se-
rait donc un produit de facteurs lin�aires, ce qui est impossible car C est irr�duc-
tible.

2.8. Si f n'est pas r�guli�re en P, on a vC,P(f) < vC,P(1) = 0 et il suit que vC,P(1 -
f) < 0. On en d�duit que

vC,P(f(1 - f)) = vC,P(f) + vC,P(1 - f) < 0,

et f(1 - f) n'est pas r�guli�re non plus. Enfin, si C est la courbe d'�quation X 4 -
Y 4 = X 3 - X Y 2, alors la fonction f = y2/x, o� x et y les restrictions de X et Y, a un
p�le en O mais f(1 - f) est polynomiale.

4.12. En caract�ristique 2, on a Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25) = (X + Y + 1)2 si
bien que tous les points sont singuliers de multiplicit� 2 avec tangente
d'�quation Y = X + 1. En caract�ristique 5, on a Y2 + (X2 - 5)(4X4 - 20X2 + 25) =
Y2 - X6 et O est le seul point singulier. C'est un point double avec l'axe des X
pour tangente.

Nous avons vu que, en caract�ristique diff�rente de 2 et de 5, il y a exacte-
ment deux points singuliers de coordonn�es (±√10

2  , 0). Pour d�terminer les tan-
gentes en ces points, nous allons tout d'abord nous ramener � l'origine.
L'�quation de la courbe devient alors

Y2 + 4X2(X2 ± X√10 - 52
  )(X ± √10)2 = 0

La partie de plus bas degr� est Y2 - 100X2 = 0. On voit donc que les points
singuliers sont des points doubles ordinaires et que les tangentes en ces points
ont pour �quations Y = ±10(X - ( ±√10

2  )).

5.1. a) Si ¬ ≠ ± 1, nous avons vu que O est l'unique point singulier. Sa multipli-
cit� est 3 et les tangentes sont les composantes du diviseur de la composante ho-
mog�ne de degr� 3, c'est � dire l'axe des Y et les droites d'�quations Y = ± ¬ X.

b) Si ¬ = 1, nous avons vu que C est l'union des droites d'�quation X = ± Y et
de la conique d'�quation X 2 + Y 2 - X qui est non singuli�re et que les points sin-
guliers sont les points d'intersection de ces trois courbes, c'est � dire l'origine de
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multiplicit� 3 et les points de coordonn�s (1/2, ±1/2) de multiplicit� 2. Les tan-
gentes sont donc donn�es par les droites d'�quation X = ± Y et les tangentes � la
conique en ces trois points, c'est � dire l'axe des X et les droites d'�quation Y ± X
= ± 1.

c) Le cas ¬ = - 1 se traite de la m�me fa�on.

5.3. En caract�ristique 2, la seule tangente � la courbe est la droite d'�quation Y
= X + 1 qui n'est ni horizontale, ni verticale. En caract�ristique 5, on a Y2 + (X2 -
5)(4X4 - 20X2 + 25) = Y2 - X6 et on voit clairement qu'il n'y � pas de tangentes
verticales et que O est l'unique point en lequel la tangente est horizontale.

En caract�ristique diff�rente de 2 et de 5, O est l'unique point singulier et la
tangente en ce point est oblique. Les points en lesquels la tangente est horizon-
tale sont donc les points autre que l'origine satisfaisant (2X2 - 5)(6X2 - 25) = 0,
c'est � dire les 6 points (0, ±5 5 ) et (±5 6 /6, ±5/3). De m�me, les points en les-
quels la tangente est verticale sont les points autre que l'origine satisfaisant Y =
0, c'est � dire (± 5 , 0).

5.4. Les tangentes � l'origine sont donn�es par X2 + Y2 = 2XY, soit (Y - X)2 = 0.
On voit donc que flÊest bien l'unique tangente � l'origine. Les points de la courbe
en lesquels la tangente est horizontale satisfont X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1)
et 2XY2 + 2X = 4XY + 2Y(Y + 1), soit, puisque k est de caract�ristique ≠ 2, X2Y2

+ X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et XY2 + X = 2XY + Y(Y + 1). En multipliant par X
les termes de la seconde �quation et en retranchant terme � terme � la premi�re,
on voit que les points que nous cherchons satisfont Y2 = XY2 + XY et XY2 + X =
2XY + Y(Y + 1) . On voit donc que ces points sont donn�s par XY = Y - X et XY2 +
X = 2XY + Y(Y + 1). En substituant Y - X � XY dans la seconde �quation, on
trouve XY = Y - X et XY = 3(X - Y), soit, puisque k est de caract�ristique ≠ 2, X
= Y = 0, ce qui est impossible.

Les points de la courbe en lesquels la tangente est parall�le � flÊsont donn�s
par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et (2XY2 + 2X - 4XY - 2Y(Y + 1)) + (2X2Y
+ 2Y - 4XY - 2X(X + 1)) = 0, soit, puisque k est de caract�ristique ≠ 2, X2Y2 + X2

+ Y2 = 2XY(X + Y + 1) et XY2 + X2Y = 2XY + (X + Y)2. En ajoutant terme �
terme, on obtient X2Y2 = XY(X + Y + 6) et XY2 + X2Y = 2XY + (X + Y)2. Puisque,
� part O, les points situ�s sur les axes des coordonn�es ne conviennent pas, on
voit que les points que nous cherchons sont O et ceux donn�s par XY = X + Y + 6
et XY2 + X2Y = 2XY + (X + Y)2. En substituant X + Y + 6 � XY dans la seconde
�quation, on trouve XY = X + Y + 6 et (X + Y + 6)(X + Y) = 2(X + Y + 6) + (X +
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Y)2, ce qui donne XY = X + Y + 6 et 4(X + Y) = 12, soit, puisque k est de caract�-
ristique ≠ 2, XY = 9 et X + Y = 3. Si k est de caract�ristique ≠ 3, on trouve O et
les points (-3j,-3j2) et (-3j2,-3j). Sinon, on trouve seulement O.

Les points de la courbe en lesquels la tangente est parall�le � fl'Êsont, l'ori-
gine except�e, donn�s par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et 2XY2 + 2X - 4XY -
2Y(Y + 1) = 2X2Y + 2Y - 4XY - 2X(X + 1), soit, puisque k est de caract�ristique
≠ 2, par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et XY(Y - X) = (Y- X)(X + Y + 2). On
trouve donc le point (4, 4)Êet les points donn�s par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y +
1)  et XY = X + Y + 2. En rempla�ant X + Y par XY - 2 dans la premi�re
�quation, on trouve (X + Y)2 = X2Y2 et XY = X + Y + 2, ce qui est �quivalent � X
+ Y = -1 et XY = 1. Si k est de caract�ristique ≠ 3, on trouve (4, 4) et les points
(j, j2) et (j2, j). Sinon, on trouve seulement (1, 1).

5.5. Si P = (a, b), l'application qui a un point du plan associe son abscisse est une
bijection de C ı fl sur l'ensemble des racines de (c(X - a) + b)2 - (X3 - X) = -X3

+ c2X 2 + . . . De plus, puisque fl est tangente � C en P, a est racine double.
L'�galit� annonc�e provient donc de la formule donnant la somme des racines
d'un polyn�me.

5.6. Si P ‘ C0, la tangente fl � C en P, de pente finie c, coupe C au point P' d'abs-
cisse a' := c2 - 2a = u(P). Il suit que ¥(P) = (u(P), v(P)) ‘ C.

5.7. Soient (P, P') = : (a, b, a', b') ‘ V0 avec P ≠ P' et fl la droite joignant P et P'.
Alors, fl est une droite de pente finie c qui coupe C en un troisi�me point P"
(�ventuellement �gal � P ou � P') d'abscisse a" := c2 - a - a' = m(P, P'). Cela
montre bien que ƒ(P, P') ‘ C. Enfin, on sait que si F = Y2 - X3 + X, f'x  et f'y  sont
les restrictions � C de 

dF
dX  et 

dF
dY , t := -

fx
fy

  , u := t2 - 2x, v := t(u - x) + y et C0Êest
l'ouvert de C d�fini par y ≠ 0, alors ƒ(P, P) = (u(P), v(P)) ‘ C.

7.4. En �changeant Y et Z, on obtient la courbe C' d'�quation Y = X3 - XY2. Il est
clair que l'origine est un point d'inflexion de C' et que la tangente � C' en ce point
est l'axe des X. Il suit que l'origine de la droite � l'infini (0; 1; 0) est un point
d'inflexion de C et que la tangente � C en ce point est la droite � l'infini.

7.5. Il s'agit de montrer que si P est un point d'une conique irr�ductible C, alors P
n'est pas un point d'inflexion. Quitte � faire un changement de coordonn�es, et �
remplacer C par sa partie affine dans le cas projectif, on peut supposer que C est
affine et que P = O. Si O �tait un point d'inflexion de C, la composante homog�ne
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F1 de degr� 1 de F diviserait la composante homog�ne F2 de degr� 2 de F.
Puisque F est quadratique, on a F = F1 + F2 et F serait donc divisible par F1, ce
qui est impossible car C est irr�ductible.

9.3. En caract�ristique 2, on v�rifie ais�ment que les deux courbes se rencontrent
uniquement � l'origine et avec la multiplicit� 9. Nous supposons donc dans ce qui
suit que le corps de base est de caract�ristique ≠ 2.

Posons F := Y5 - X(Y2 - X)2 et G := X2 - (Y4 + Y3). Soit P un point du plan.
En substituant Y4 + Y3 � X2 dans F, ce qui ne change pas I(F, G; P), on obtient
Y3F1 avec F1 = -X(2Y + 1) + 3Y2 + 2Y3. Il en r�sulte que

I(F, G; P) = 3I(Y, G; P) + I(F1, G; P)

et on a I(Y, G; P) = 2I(X, Y; P). Nous avons donc

I(F, G; P) = 6I(X, Y; P) + I(F1, G; P)

Pour calculer I(F1, G; P), on remarque tout d'abord que la droite d'�quation
2Y + 1 = 0 ne rencontre pas la courbe d'�quation F1 = 0. Il en r�sulte que I(F1, G;
P) = I(F1, (2Y + 1)G; P). On remarque alors que

(X - Y2)F1 + (2Y + 1)G = Y2(Y - 2X)

et on en d�duit que

I(F1, G; P) = I(F1, Y2(Y - 2X); P) = 2I(F1, Y; P) + I(F1, Y - 2X; P).

Puisque I(F1, Y; P) = I(X, Y; P), nous avons donc

I(F, G; P) = 8I(X, Y; P) + I(F1, Y - 2X; P).

En substituant Y � 2X dans F1, puis en multipliant par 2, ce qui ne change
pas I(F1, Y - 2X; P), on obtient YF2 avec F2 = 4Y(Y + 1) - 1. Il en r�sulte que

I(F1, Y - 2X; P) = I(Y, Y - 2X; P) + I(F2, Y - 2X; P).

Puisque I(Y, Y - 2X; P) = I(X, Y; P), nous voyons donc que pour tout point P du
plan, nous avons

I(Y5 - X(Y2 - X)2, X2 - (Y4 + Y3); P) = 9I(X, Y; P) + I(4Y(Y + 1) - 1, Y - 2X; P).

et on voit facilement que les courbes d'�quations 4Y(Y + 1) = 1 et Y = 2X se ren-
contrent avec la multiplicit� 1 en les point de coordonn�es (1±√2

4   ,1±√2
2  ).

Nous en d�duisons que les deux courbes se rencontrent en O avec la multi-
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plicit� 9 et en les deux points de coordonn�s (1±√2
4   ,1±√2

2  ) avec la multiplicit� 1.

9.9. La courbe s-1(C) a pour d'�quation X2Y2 + X2 + Y2 + 2XY(X + Y - 1) = 0. Si
on pose A = X2Y2 + X2 + Y2 - 2XY et B = 2XY(X + Y), on voit que C est la courbe
d'�quation A - B = 0 et que s-1(C) est la courbe d'�quation A + B = 0. Puisque la
multiplicit� d'intersection ne d�pend que de l'id�al engendr� par les polyn�mes et
que k est de caract�ristique ≠ 2, on a I(C, s-1(C); P) = I(A, B; P) = I(A, X; P) +
I(A, Y; P) + I(A, X + Y; P) = I(Y2, X; P) + I(X2, Y; P) + I(X2(X2 + 4), X + Y; P) =
6I(X, Y; P) + I(X - 2i, Y + 2i; P) + I(X + 2i, Y - 2i; P). On voit donc que C et s-

1(C) se rencontrent � l'origine avec la multiplicit� 6 ainsi qu'aux points (2i, -2i)
et (-2i, 2i) avec la multiplicit� 1.

11.1. On sait que fl* n'est tangente � C* ni en P, ni au point P& � l'infini. On a
donc I(fl*, C*; P) + I(fl*, C*; P&) = 1 + 1 = 2. D'autre part, on a degfl*.degC* = 1.3
= 3. Le th�or�me de B�zout nous dit alors que les courbes fl* et C* se coupent en
un unique autre point P' et que fl* n'est pas tangente � C* en P''''. Puisque C n'a
qu'un point � l'infini, on a n�cessairement P' ‘ C.

11.2. Les courbes projectives fl* et C * se coupent en P avec la multiplicit� au
moins 2 puisque fl est tangente � C en P . D'autre part, elles se coupent au point
� l'infini de C. Le th�or�me de B�zout nous dit qu'elles ne peuvent pas se couper
en un autre point.

11.5. On utilise le th�or�me de B�zout qui nous dit que fl* et C* se coupent n�ces-
sairement en un troisi�me point P". Si fl n'est pas verticale, alors fl* et C* ne se
coupent pas � l'infini et P" ‘ C.




