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I. CATEGORIES ET FONCTEURS

1.1. Cat�gories

Une cat�gorie C consiste en une collection d'objets X (on �crira X Ô C bien que
C ne soit pas un ensemble en g�n�ral) et pour tout X, Y Ô C d'un ensemble de
morphismes HomC(X, Y). Si f Ô HomC(X, Y), on dit que X est la source de f et YÊ
son but et on �crira f : X #@ Y. On se donne une op�ration qui � f : X #@ Y et g :
Y #@ Z associe leurs compos�e g ì f : X #@ Z et on demande que l'on ait toujours
et h ì (g ì f) = (h ì g) ì f. Enfin, on demande aussi que pour tout X Ô C, il existe un
morphisme identit� IdX : X #@ X tel que l'on ait toujours IdY ì fÊ= f et f ì IdX = f.

Exemples : i) On dispose de la cat�gorie Ens des ensembles avec pour
morphismes les applications et de la cat�gorie Top des espaces topologiques avec
pour morphismes les applications continues. Aussi, si G est un mono�de, on peut
consid�rer la cat�gorie GGGG ayant pour seul objet G et pour morphismes les �l�ments
de G.

ii) On peut consid�rer les cat�gories Mon des mono�des, Gr des groupes et
Ann des anneaux. On peut aussi consid�rer la cat�gorie A-mod (resp. Mod-A) des
modules � gauche (resp. � droite) sur un anneau (resp. anneau commutatif) A.
Comme cas particulier, on trouve la cat�gories K-ev des espaces vectoriels sur un
corps K avec les applications lin�aires et la cat�gorie Ab des groupes ab�liens. On
peut aussi consid�rer les cat�gories G-mod des modules � gauche sur un mono�de
G et A-alg des alg�bres commutatives sur un anneau A. On pourra aussi
s'int�resser � la cat�gorie K-evf des K-espaces vectoriels de dimension finie. Enfin,
il y a aussi la cat�gorie MatA dont les objets sont les entiers naturels et les
morphismes m #@ n, les matrices � n lignes et m colonnes � coefficients dans
l'anneau A.

iii) On dispose aussi de la cat�gorie GrT des groupes topologiques avec
homomorphismes continus et de la cat�gorie K-evt des K-espaces vectoriels
topologiques avec applications lin�aires continues si K est topologis�. Un autre
exemple est fourni par les cat�gories Met (resp. Comp) des espaces m�triques
(resp. m�triques complets) avec application uniform�ment continues ou par la
cat�gorie K-evn des espaces vectoriels norm�s et les applications contractantes
sur un corps valu� K (par exemple sur é ou å).

iv) On peut aussi consid�rer un ensemble partiellement ordonn� (A, ²)
comme une cat�gorie : Les objets sont donc les �l�ments de A et pour tout �, º de
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A, il y a un unique morphisme � #@ º si � ² ºÊet aucun sinon. Comme cas
particulier, on peut consid�rer si X est un espace topologique, l'ensemble Ouv(X)
des ouverts de X muni de l'inclusion Ç.

Une cat�gorie est petite si ses objets forment un ensemble. Elle est finie si
(ses objets et) ses morphismes sont en nombre fini. Si C et C' sont deux cat�gories,
la cat�gorie produit est la cat�gorie ayant pour objets les couples (X, X') d'objets de
C et C' et pour morphismes (X, X') #@ (Y, Y'),Ê les couples de morphismes X #@
Y et X' #@ Y'. On appelle cat�gorie duale de C, la cat�gorie Cop ayant m�mes
objets que C obtenue en renversant les fl�ches. Une sous-cat�gorie C' de C est une
cat�gorie dont tous les objets sont des objets de C et tous les morphismes sont des
morphismes de C, les identit�s et la composition �tant induit par ceux de C. On dit
que C' est une sous-cat�gorie pleine de C si tout morphisme X #@ Y de C avec X, Y
Ô C',Êest un morphisme de C'.

Exemples : i) La cat�gorie duale de (A, ²) est (A, ³).

ii) Les cat�gories Ens, Top, Mon, Gr, Ann, A-mod et A-alg ne sont pas
petites, mais (A, ≤) (et donc aussi Ouv(X)), GGGG et MatA sont des exemples de
petites cat�gories.

iii) Ab est une sous-cat�gorie pleine de Gr, qui est elle m�me une sous-
cat�gorie pleine de Mon.

1.2. Structure interne d'une cat�gorie

Un inverse � gauche (ou une r�traction) pour f : X #@ Y est un morphisme g :
Y #@ XÊ tel que g ì f = IdX. Un inverse � droite (ou une section) pour f est un
morphisme h : Y #@ X tel que h soit un inverse � gauche pour f dans Cop.

Proposition. Si f poss�de une r�traction r et une section s, alors r = s.

Un inverse pour f est un morphisme qui est � la fois un inverse � gauche et �
droite. On le note f-1. On dit alors que f est un isomorphisme et que X et YÊsont
isomorphes. Enfin, on dit que f est un monomorphisme (ou que f fait de X un sous-
objet de Y) si g = h chaque fois que f ì g = f ì h. On dit que f est un �pimorphisme
(ou que f fait de Y un quotient de X) si f est un monomorphisme dans Cop.
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Exemples : i) Dans Ens, un monomorphisme est simplement une application
injective et elle poss�de toujours un inverse � gauche. De m�me, un �pimorphisme
est une application surjective et elle poss�de toujours un inverse � droite. Enfin, un
isomorphisme est tout simplement une application bijective.

ii) Dans Top, Gr, Ann, A-mod et A-alg, les monomorphismes sont les
morphismes injectifs. Un isomorphisme de Top est tout simplement un
hom�omorphisme. Dans A-mod, tout homomorphisme bijectif est un
isomorphisme.

Exercices : i) Dans Top, il y a des applications bijectives (continues) qui ne sont
pas des hom�omorphismes.

ii) Dans Ann, il existe des monomorphismes qui sont aussi des
�pimorphismes mais pas des isomorphismes (ç Ì@ Ý).

iii) Dans Ab, il existe des �pimorphismes qui n'ont pas de section et des
monomorphismes qui n'ont pas de r�traction.

Proposition. i) Un morphisme poss�dant une r�traction est un monomorphisme
(dual).

ii) Le compos� de deux monomorphismes en est aussi un (dual).

iii) Si g ì f est un monomorphisme alors f aussi (dual).

1.3. Objets universels

Un objet X de C est final si pour tout Y de C, il existe un unique morphisme Y
#@ X, appel� morphisme final. Il est initial si c'est un objet final de Cop et on
parle alors de morphisme initial

Exemples : L'ensemble {0} est final dans Ens (ou Top) et l'ensemble ¯ est initial.
Dans A-mod, le module nul est � la fois final et initial. Dans A-alg, l'anneau nul est
l'objet final et A est l'objet initial. Dans (A, ²), un plus grand �l�ment est un objet
final et un plus petit �l�ment est un objet initial.

Proposition. Un objet final est unique � unique isomorphisme pr�s (dual).
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Un objet X de C est un produit d'une famille {X�}�ÔA d'objet de C s'il existe une
famille {p� : X #@ X�}�ÔA de morphismes de C appel�es projections telle que pour
toute famille de morphismes {f� : Y #@ X�}�ÔA de C, il existe un unique
morphisme f : Y #@ X tel que, pour tout �, on ait f� = p� ì f. C'est une somme de
la famille {X�}�ÔA si c'est un produit dans Cop. On parle alors d'injections.

Exemples : Le produit cart�sien ¸E� d'une famille d'ensembles est leur produit
dans Ens et leur union disjointe óE� est leur somme. Dans Top, on a le m�me
r�sultat avec la topologie la moins fine (resp. la plus fine) rendant continues les
projections (resp. les injections). Dans A-mod ou Gr, le produit cart�sien est
toujours le produit mais c'est la somme directe ou le produit libre qui est la somme.
Dans A-alg aussi, le produit est le produit cart�sien, mais la somme de deux
anneaux est leur produit tensoriel sur A. Dans (A, ²), la borne inf�rieure (resp.
sup�rieure) d'une famille est leur produit (resp. leur somme).

Proposition. i) Si on se donne une famille de morphismes f� : X� #@ Y� et si X
(resp. Y) est produit des X� (resp. Y�) avec projections p� (resp. q�), alors il existe
un unique morphisme f : X #@ Y tel que q� ì f = f� ì p� (dual).

ii) Si X (resp. X') est produit des X� avec projections p� (resp. p'�), alors il
existe un unique isomorphisme f : X ~@ X' tel que p'� ì f = p� (dual).

iii) Si Y est un produit de X par lui m�me, il existe un unique ¶X : X #@ Y tel
que IdX = p1 ì ¶ = p2 ì ¶ (dual).

Exercice : Dans Top, X est s�par� si et seulement si ¶X est ferm�e.

Un objet Z est un noyau de f1, f2 : X #@ Y s'il existe un morphisme i : Z #@
X, appel� inclusion, tel que f1 ì i = f2 ì i et que pour tout morphisme g : T #@ X tel
que f1 ì g = f2 ì g, il existe un unique h : T #@ Z tel que i ì h = g. On dit alors que
la suite

Z i#@  X 
f1#@
f2#@ Y

est exacte � gauche. On dit que Z est un conoyau de f1, f2 : X #@ Y si c'est un
noyau de f1 , f2  dans Cop. On parle alors de projection et de suite exacte � droite.

Exemples : Un noyau de f, g : E #@ F dans Ens est donn� par Ker(f, g) : = {x Ô
X, f(x) = g(x)}. Le quotient Coker(f, g) de F par la plus petite relation
d'�quivalence r satisfaisant f(x) r g(x) pour x Ô E, est un conoyau de f, g. Dans
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Top, on trouve les m�mes ensembles avec la topologie induite ou la topologie
quotient. Dans A-mod, Ker(f - g) est un noyau de f, g et Coker(f - g) est un
conoyau de f, g.

Proposition. i) Si Z (resp. Z') est un noyau de f, g : X #@ Y (resp. f', g' : X' #@
Y') avec morphisme d'inclusion i' et si Ä : X #@ X' et ´ : Y #@ Y' sont deux
morphismes tels que ´ ì f = f' ì Ä et ´ ì g = g' ì Ä, alors il existe une unique fl�che
Â : Z #@ Z' telle que i' ì Â = Ä ì i (dual).

ii) Si Z (resp. Z') est un noyau de f, g avec morphisme d'inclusion i (resp. i'),
alors il existe un unique isomorphisme Â : Z ~@ Z' tel que i' ì Â = i (dual).

iii) Si Z est un noyau de f, g : X #@ Y, alors le morphisme d'inclusion i : Z
#@ X est un monomorphisme (dual).

iv) Si Z est un noyau de f, g : X #@ Y et j : Y Ì@ Y' un monomorphisme,
alors Z est aussi un noyau de j ì f et j ì g. (dual).

On dit que X est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y s'il existe p1
: X #@ X1 et p2 : X #@ X2 satisfaisant f1 ì p1 = f2 ì p2 appel�es projections tels
que pour toute paire de morphismes g1 : Z #@ X1 et g2 : Z #@ X2 satisfaisant f1 ì
g1 = f2 ì g2, il existe un unique morphisme f : Z #@ X tel que f1 = p1 ì f et f2 = p2
ì f. On dit alors que le diagramme

X
p1#@ X1

Àp2 Àf1
X2

f2#@ Y

 est cart�sien. On dit que X est un coproduit fibr� ou une somme amalgam�e de f1 :
Y #@ X1 et f2 : Y #@ X2 si c'est un produit fibr� de f1  et f2  dans Cop. On parle
alors d'injections et de diagramme cocart�sien.

Exemples : Un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y dans Ens, Top, ou
A-mod est donn� par X1 |Y X2 : = {(x1, x2) Ô X1 | X2, f1(x1) = f2(x2)} avec la
structure induite. Une somme amalgam�e de f1 : Y #@ X1 et f2 : Y #@ X2 dans
Ens ou Top est donn�e par le quotient de X1 ó X2 par la plus petite relation
d'�quivalence telle que f1(y) r f2(y) si y Ô Y.

Proposition. i) Si X (resp. X') est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y
(resp. f'1 : X'1 #@ Y' et f'2 : X'2 #@ Y') avec projections p1 et p2 (resp. p'1 et p'2) et si
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´ : Y #@ Y', Ä1 : X1 #@ X'1 et Ä2 : X2 #@ X'2 sont tels que ´ ì f'1 = f1 ì Ä1 et ´ ì f '2
= f2 ì Ä2, alors il existe un unique morphisme Ä : X #@ X' tel que p'1 ì Ä = Ä1 ì p1 et
p'2 ì Ä = Ä2 ì p2 (dual).

ii) Si X (resp. X') est un produit fibr� de f1 et f2 avec projections p1 et p2
(resp. p'1 et p'2), il existe un unique isomorphisme Ä : X ~@ X' tel que p '1 ì Ä = p1 et p '2
ì Ä = p2 (dual).

iii) Dans un diagramme cart�sien

X'  
f'

#@ Y'
À À
X  

f
#@ Y ,

si f est un monomorphisme, alors f' aussi (dual).

Exercice : Si le diagramme

X'  
f

#@ Y'
À À
X  

f'
#@ Y ,

est cocart�sien et f est un monomorphisme, alors f aussi dans Ens, Top ou A-
mod mais pas dans Gr (prendre pour f l'injection de A4 dans A5 et pour X un
quotient on trivial de A4).

Proposition. i) Si C poss�de un objet final 0, un produit fibr� de X #@ 0 et Y #@
0 est un produit de X et Y (dual). D'autre part, 0 est le produit vide (dual).

ii) Si X est un produit de X1 et X2, alors un noyau de f1 ì p1, f2 ì p2 : X #@ Y
est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y (dual).

iii) Si Z est un produit de Y par lui m�me et si f1, f2 : X #@ Y, il existe un
unique f : X #@ Z tel que p1 ì f = f1 et p2 ì f = f2 et alors, un produit fibr� de f et
de ¶Y est un noyau de f1, f2 (dual).

1.4. Foncteurs

Un foncteur (covariant) F : C #@ C' est une op�ration qui � tout X Ô C associe
un objet F(X) Ô C'Êet � toute fl�che f : X #@ YÊassocie un morphisme F(f) : F(X)
#@ F(Y). On demande que F(IdX) = IdF(X) et que F(g ì f) = F(g) ì F(f). On
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dispose du foncteur identique IdC : C #@ C et on peut aussi composer deux
foncteurs F : C #@ C' et G : C' #@ C" de mani�re �vidente. Un bifoncteur est un
foncteur C | C'Ê#@ C". On d�finit de mani�re �vidente le produit F1 | F2 : C1 | C2
#@ C'1 | C'2 de deux foncteurs F1 : C1 #@ C '1 et F2 : C2 #@ C'2. Si F : C #@ C'
est un foncteur, il lui correspond de mani�re �vidente un foncteur Fop : Cop #@
C'op. Enfin, on dit aussi qu'un foncteur F : Cop #@ C' est un foncteur contravariant
de C dans C'.

Exemples : i) On dispose des foncteurs oublis Top #@ Ens, A-mod #@ Ens, Gr
#@ Ens, Ann #@ Mon. On dispose aussi des foncteurs d'inclusion Ab Ì@ Gr,
Gr Ì@ Mon, Comp Ì@ Met et K-evf Ì@ K-ev. Tout morphisme de mono�des
G #@ H induit un foncteur G #@ H.

ii) On a le foncteur d'ab�lianisation G �@ Gab := G/[G, G], Gr #@ Ab. On
peut aussi consid�rer le foncteur �vident n �@ An, MatAÊ#@ A-mod. On dispose
du foncteur Gln : AnnÊ#@ Gr, et en particulier du foncteur A �@ A*. Il y a aussi
le foncteur M �@ M' : = HomA(M, A), A-mod #@ A-mod.

iii) Un foncteur covariant (A, ²) #@ (B, ²) est une application croissante.
Toute application continue f : Y #@ X fournit un foncteur f-1 : Ouv(X) #@
Ouv(Y). On peut consid�rer la cat�gorie Cat des petites cat�gories avec pour
morphismes les foncteurs. On dispose alors d'un foncteur contravariant X �@
Ouv(X), Top #@ Cat.

iv) Si A est un anneau, on peut consid�rer le bifoncteur (M, N) �@
HomAb(M, N) de Mod-A | Ab dans A-mod, qui est covariant en M et
contravariant en N ou le bifoncteur (M, N) �@ M ¢A N de Mod-A | A-mod dans
Ab qui est covariant en les deux variables.

v) Si A #@ B est un morphisme d'anneaux, on dispose du foncteur de
restriction des scalaires B-mod #@ A-mod et du foncteur d'extension des
scalaires A-mod #@ B-mod, M �@ B ¢A M.

vi) On peut consid�rer les foncteurs E �@ Egros et E �@ Edisc, Ens #@
Top qui munissent un ensemble de la topologie grossi�re ou discr�te et dans l'autre
sens, le foncteur X �@ ¹0(X). On a aussi le foncteur Ens #@ A-mod (resp. Ens
#@ Gr) qui associe � E le A-module libre AE (resp. le groupe libre) sur X. Enfin, on
peut consid�rer le foncteur Mon #@ Ann qui associe au mono�de G l'anneau
ç[G].

Proposition. Un foncteur pr�serve les sections (dual) et les isomorphismes.
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Exercice : Un foncteur ne pr�serve pas toujours les monomorphismes ni les
�pimorphismes.

Un foncteur F : C #@ C' est fid�le (resp. pleinement fid�le) si les applications
f #@ F(f), Hom(X, Y) #@ Hom (F(X), F(Y)) sont injectives (resp. bijectives).
Il est essentiellement surjectif si tout objet de C' est isomorphe � un objet de la
forme F(X).

Exemples : Le foncteur d'ab�lianisation est surjectif. Les foncteurs oubli Top #@
Ens, A-mod #@ Ens, Gr #@ Ens, Ann #@ Mon sont fid�les. Le foncteur
MatKÊ#@ K-evf, n �@ Kn, est pleinement fid�le et essentiellement surjectif.

Proposition. i) Le compos� de deux foncteurs (pleinement) fid�les est (pleinement)
fid�le.

ii) Si C' est une sous-cat�gorie de C, le foncteur d'inclusion C' Ì@ C est fid�le.
Il et pleinement fid�le si et seulement si C' est une sous-cat�gorie pleine de C.

iii) Si F est pleinement fid�le et F(X) est isomorphe � F(Y), alors X est
isomorphe � Y.

iv) Si F est fid�le et F(f) est un monomorphisme alors f est un
monomorphisme (dual).

1.5. Transformation naturelle

 �tant donn�s deux foncteurs F, G : C #@ C', une transformation naturelle �
: F #@ G est une collection de morphismes �X : F(X) #@ G(X) tels que pour tout
f : X #@ Y, on ait G(f) ì �XÊ= �Y ì F(f). On d�finit de mani�re �vidente la notion
d'identit� naturelle IdF en prenant IdF

X  = IdF(X), la compos�e de deux
transformations naturelles en prenant (º ì �)X = ºX ì �X et la notion
d'isomorphisme naturel � en demandant qu'il existe º : G #@ F tel que º ì � = IdF
et � ì º = IdG. On dit qu'un foncteur F : C #@ C' est une �quivalence de cat�gories
s'il existe G : C'�Ê#@ C tels que G ì F soit naturellement isomorphe � IdC et F ì G
soit naturellement isomorphe � IdC' On dit alors que F et G sont quasi-inverses. On
dit que C et C' sont anti-�quivalentes si Cop et C' sont �quivalentes.
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Exemples : det : GlnA #@ A* d�finit une transformation naturelle. De m�me, la
projection G #@ Gab d�finit une transformation naturelle entre l'identit� de Gr et
le foncteur compos� Gr #@ Ab Ì@ Gr. L'application canonique M #@ M", x
�@ (u �@ u(x)) d�finit une transformation naturelle entre l'identit� et le
foncteur bidual sur A-mod. Le foncteur bidual E �@ E" induit une �quivalence
entre K-evf et elle m�me. Le foncteur MatKÊ#@ K-evf, n �@ Kn est une
�quivalence de cat�gories.

Proposition. Une transformation naturelle � est un isomorphisme si et
seulement si pour tout X, l'application �XÊen est un.

On dira que � est un monomorphisme ou un �pimorphisme si pour tout X,
l'application �XÊen est un.

Th�or�me. Un foncteur est une �quivalence de cat�gories si et seulement si il est
pleinement fid�le et essentiellement surjectif.

Proposition. i) Si A est une petite cat�gorie et CÊune cat�gorie quelconque, les
foncteurs D : A #@ C forment une cat�gorie CA avec pour morphismes les
transformations naturelles. Un morphisme T de CA est un monomorphisme si et
seulement T� en est un pour tout � Ô A (dual).

ii) Si A est une petite cat�gorie et F : C #@ C' un foncteur, il existe un unique
foncteur FA : CA #@ C'A, tel que FA(D) = F ì D si D Ô CA et FA(T)� = F(T�) si T
est un morphisme de CA et � Ô A. On a toujours (G ì F)A= GA ì FA.

iii) Si Â : A #@ B est un foncteur entre petites cat�gories, il existe un unique
foncteur Â* : CB #@ CA tel que Â*(D) = D ì Â si D Ô CB et Â*(T)� = TÂ(�) si T est
un morphisme de CB et � Ô A. On a toujours (µ ì Â)* = Â* ì µ*.

iv) Si A et B sont deux petites cat�gories, le foncteur (CA)
B
 #@ CA|B qui

envoie D Ô (CA)
B sur le foncteur (�, º) �@ D(º)(�) et (u, v) #@ D(º')(u) ì

D(v)� est une �quivalence de cat�gories.

1.6. Foncteurs repr�sentables

Si X Ô C, on d�finit un foncteur hX : CÊ#@ Ens en posant hX(Y) : = Hom(X,
Y) et hX(f)(g) = f ì g si f : Y #@ Z et g : X @ Y. A f : Y #@ X, on associe une
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transformation naturelle hf : hX #@ hY en posant hZ
f  : hX(Z) #@ hY(Z), g �@

g ì f.

Proposition. Si A est une petite cat�gorie, on obtient un foncteur contravariant �
�@ h�, A #@ EnsA.

On dit qu'un foncteur F : C #@ Ens est repr�sentable s'il est naturellement
isomorphe � un foncteur de la forme hX.

Exemples : Si A est un anneau et S une partie multiplicative de A, le foncteur B
�@ {Ä : A #@ B, Ä(S) Ç B*}Êdans la cat�gorie des anneaux commutatifs est
repr�sentable par AS. Le foncteur oubli sur Gr est repr�sentable par ç et le
foncteur oubli sur A-mod est repr�sentable par A. Le foncteur oubli sur Top est
repr�sentable par l'espace ponctuel. Le foncteur oubli sur A-alg est repr�sentable
par A[T]. Si A est un anneau, le bifoncteur P #@ Bil(M, N; P) de Mod-A | A-
mod dans Ab est repr�sent� par M ¢A N.

Exercice : Le foncteur oubli de la cat�gorie Grf des groupes finis vers Ens n'est
pas repr�sentable.

Lemme de Yoneda : Soit F : C #@ Ens un foncteur et X Ô C. Soit s Ô F(X). Si Y Ô
C, on note �Y : hX(Y) #@ F(Y), f �@ F(f)(s). Alors � est une transformation
naturelle hX #@ F. De plus, l'application s �@ � ainsi construite est une bijection
de F(X) sur la collection des transformations naturelles hX #@ F (qui est donc un
ensemble).

Proposition. i) Un foncteur F : C #@ Ens est repr�sentable si et seulement si il
existe X Ô C et s Ô F(X) tels que pour tout Y Ô CÊ et tout t Ô F(Y), il existe un unique
f : X #@ Y tel que F(f)(s) = t.

ii) Si X et X' repr�sentent le m�me foncteur � l'aide de s et s', respectivement,
alors il existe un unique isomorphisme f : X ~@ X' tel que F(f)(s) = s'.

iii) Si A est une petite cat�gorie, alors le foncteur contravariant � �@ h�, A
#@ EnsA est pleinement fid�le(dual).

iv) Soit f : X #@ Y un morphisme de C et F : C #@ Ens un foncteur fid�le
repr�sentable. Alors f est un monomorphisme si et seulement si F(f) est
injective.
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Proposition. i) Un objet est final si et seulement si il repr�sente le foncteur
contravariant Y �@ {0} (dual).

ii) Un objet est un produit des X� si et seulement si il repr�sente le foncteur Y
#@ ¸Hom(Y, X�) (dual).

iii) Un objet est un noyau de f, g : X #@ Y si et seulement si il repr�sente le
foncteur Z �@ Ker(hf

Z , hg
Z ) (dual).

iv) Un objet est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y si et
seulement si il repr�sente le foncteur Z �@ Hom(Z, X1) |Hom(Z, Y) Hom(Z, X2)
(dual).

Tout foncteur repr�sentable �tant unique � unique isomorphisme pr�s, on
parle souvent de l'objet qui le repr�sente. En particulier, on note souvent 0 ou e
l'objet final, ¯ l'objet initial, ¸ ou | le produit (fibr�), ó la somme (amalgam�e), Ker
le noyau et Coker le conoyau.

1.7. Limites

Un diagramme commutatif X dans C de base A est un foncteur D d'une petite
cat�gorie A dans la cat�gorie C. On dispose du foncteur diagonal ¶A : C #@ CA, qui
� X associe le diagramme constant    X    : � �@ X, u �@ IdX. Si D est un diagramme
commutatif de base A dans C et si le foncteur compos� hD ì ¶A est repr�sentable
par X, on dit que X est la limite inductive de D et on pose Lim@   D := X. Si Dop

poss�de une limite inductive X, on dit que X est la limite projective de D et on pose
LimÒ   D := X. On parle de limite finie si A est finie. Dire que X = LimÒ   D signifie donc
qu'il existe un morphisme canonique S :    X    #@ D tel que si Y Ô C et T :    Y    #@ D est
un morphisme, il existe un unique g : Y #@ X tel que T = S ì    g   .

Se donner un diagramme commutatif X dans C de base A revient � se donner
le syst�me suivant : pour tout � Ô A, un objet X� := D(�) de C et pour toute fl�che u
: � #@ º, un morphisme fu = D(u) : X� #@ Xº tels que l'on ait toujours fvìu = fv ì
fu. On a alors X = LimÒ   D si et seulement si il existe une famille {p� : X #@ X�}�ÔA
de morphismes de C satisfaisant fu ì p� = pº pour tout u : � #@ º, telle que pour
toute famille de morphismes {f� : Y #@ X�}�ÔA de C satisfaisant fu ì f� = fº, il
existe un unique morphisme f : Y #@ X tel que, pour tout �, on ait f� = p� ì f. On
�crit parfois LimÒ   D =: LimÒ  (X�, fu)  ou m�me LimÒ   X�.
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Objet final, produit, noyau et produit cart�sien sont des limites projectives.
Objet initial, somme, conoyau et somme amalgam�e sont des limites inductives.
On retrouve la notion classique de limite inductive ou projective en prenant pour
base du diagramme un ensemble pr�ordonn� (A, ²). Si celui ci est filtrant (resp.
cofiltrant), on parle de limite inductive filtrante (resp. limite projective filtrante).

Exemples : Dans Ens, Top, Gr, A-mod ou A-alg, toutes les limites inductives et
projectives existent.

Exercice : Si G est un groupe, on peut consid�rer l'ensemble n des sous-groupes
normaux N de G tels que G/N soit fini (ordonn� par inclusion). On dispose d'un
diagramme commutatif �vident D : N �@ (G/N)disc de base n � valeur dans GrT.
La limite projective ^G de ce diagramme est le compl�t� profini de G. On dispose
d'une morphisme de groupes naturel G #@ ̂G et on dit que G est profini si c'est un
isomorphisme de groupes. Par exemple, le groupe de Galois d'une extension infinie
de corps est profini.

Proposition. Si toutes les limites projectives de base A existent dans C, il existe
un unique foncteur not� lim@A   : CA#@ C, envoyant D sur lim@A   D et le morphisme T :
D #@ E sur l'unique morphisme f : X = lim@A   D #@ Y = lim@A   E rendant
commutatif le diagramme

   X   #@ D
À   f   ÀT
   Y   #@ E

(dual).

Lemme : Soit D : � �#@ X� un diagramme de C. Si X' = Î
�

 X� et X" = Î
uÊ:�@º

 Xº on
note p : X' #@ X" l'unique application qui, compos�e avec la projection X" #@ Xº
donne la projection X' #@ Xº et f : X' #@ X" l'unique application qui, compos�e
avec la projection X" #@ Xº donne la compos�e de la projection X #@ X� et de fu :
X� #@ Xº. Si X = Ker(p, f), c'est la limite projective de D.

Proposition. i) Si tous les noyaux et les produits (finis) existent dans C alors
toutes les limites projectives (finies) existent dans C (dual).

ii) Si C poss�de un objet final et si tous les produits fibr�s existent dans C,
alors toutes les limites projectives finies existent dans C (dual).
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Proposition. i) Soient A et B deux petites cat�gories et D Ô CA|B. Si on a pour tout
� Ô A, X� = LimÒB   D(�), alors E = LimÒB   D existe et pour tout � Ô A, on a E(�) = X�
(dual).

ii) On se donne deux petites cat�gories A et B et D Ô CA|B. Si E = LimÒB   D et X
= LimÒA   E, alors X = LimÒA|B  D (dual).

On dit qu'un foncteur est exact � gauche (resp. � droite) s'il commute aux
limites projectives (resp. inductives) finies. On dit qu'il est exact s'il est exact �
droite et � gauche.

Exemples : i) Le foncteur oubli Top #@ Ens, le foncteur E #@ Edisc et le
foncteur de restriction des scalaires B-mod #@ A-mod commutent aux limites
inductives et projectives.

ii) Le foncteur E #@ Egros, Ens #@ Top, les foncteurs oublis A-mod #@
Ens, Gr #@ Ens, Ann #@ Mon, les foncteurs d'inclusion Ab #@ Gr et Comp
Ì@ Met et le foncteur N �@ HomAb(M, N), Ab #@ A-mod commutent aux
limites projectives.

iii) Le foncteur d'extension des scalaires A-mod #@ B-mod, le foncteur E
#@ AE, Ens #@ A-mod, le foncteur "groupe libre engendr�" Ens #@ Gr, le
foncteur G #@ A[G], Mon #@ Ann, le foncteur de compl�tion Met #@ Comp,
le foncteur d'ab�lianisation Gr #@ Ab et le foncteur N #@ M ¢A N, A-mod #@
Ab commutent aux les limites inductives.

 iv) Si A est un syst�me inductif filtrant, le foncteur lim@A   : EnsA #@ Ens est
exact. On a le m�me r�sultats avec A-mod, Gr, Ann et A-alg. Enfin, les foncteurs
oubli A-mod #@ Ens, Gr #@ Ens et A-alg #@ Ens commutent aux limites
inductives filtrantes.

Proposition. i) Si tous les noyaux et les produits (resp. les produits finis) existent
dans C et si F est un foncteur qui les pr�serve alors F commute aux limites
projectives (resp. est exact � gauche) (dual).

ii) Si C poss�de un objet final pr�serv� par le foncteur F et si tous les produits
fibr�s existent dans C et sont pr�serv�s par F, alors F est exact � gauche (dual).

Proposition. i) Un foncteur exact � gauche pr�serve les monomorphismes (dual).

ii) Le foncteur hX est exact � gauche.
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1.8. Foncteurs adjoints

On dit qu'un foncteur F : C #@ C' est adjoint � gauche � un foncteur G : C'
#@ C si les bifoncteurs

Cop | C' #@ Ens, (X, Y) �@ Hom(F(X), Y) et (X, Y) �@ Hom(X, G(Y))

sont naturellement isomorphes. On dit aussi que G est un adjoint � droite � F.

Exemples : i) Le foncteur oubli Top #@ Ens poss�de pour adjoint � gauche (resp.
� droite) le foncteur E �@ Edisc (resp. E �@ Egros). Remarquons aussi que le
foncteur E �@ Edisc poss�de pour adjoint � gauche le foncteur X �@ ¹0(X). Le
foncteur oubli A-mod #@ Ens � pour adjoint � gauche le foncteur qui associe � E
le A-module libre AE sur E. De m�me avec Gr. Le foncteur G �@ ç[G] est adjoint
� gauche au foncteur oubli Ann #@ Mon.

ii) Le foncteur G �@ Gab est adjoint � gauche au foncteur d'inclusion Ab Ì@
Gr. Le foncteur de compl�tion X �@ ̂X est adjoint � gauche au foncteur d'inclusion
Comp Ì@ Met.

iii) Si M est un A-module � droite, le foncteur N #@ M ¢A N est adjoint �
gauche au foncteur N �@ HomAb(M, N). De m�me, si A #@ B est un
homomorphisme d'anneaux, le foncteur de restriction des scalaires est adjoint �
droite au foncteur d'extension des scalaires.

Si F est adjoint � gauche � G, on note �X l'image de IdF(X) sous l'isomorphisme
Hom(F(X), F(X)) ~= Hom(X, GF(X)) et ºX l'ant�c�dent de IdG(X) sous
l'isomorphisme Hom(FG(X), X) ~= Hom(G(X), G(X)). On dit que � et º sont les
morphismes d'adjonctions.

Exemples : Les morphismes d'adjonctions associ�s au foncteur oubli Top #@
Ens sont outre l'identit� IdX, les morphismes fonctoriels Edisc #@ E et E #@
Egross. Les morphismes d'adjonctions associ�s au foncteur oubli A-mod #@ Ens
sont AM #@ M et E #@ AE. Les morphismes d'adjonctions associ�s au foncteur
d'inclusion Ab Ì@ Gr sont outre l'identit�, le morphisme fonctoriel G #@ Gab. Les
morphismes d'adjonctions associ�s au foncteur d'inclusion Comp Ì@ Met sont
l'identit� et le morphisme canonique X #@ ^X. Les morphismes d'adjonctions
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associ�s au foncteur de restrictions des scalaires sont l'identit� et le morphisme B
¢A M #@ M, g ¿ m �@ gm.

Proposition. Le foncteur F : C #@ C' est adjoint � gauche � G si et seulement s'il
existe � : IdC #@ GF et º : FG #@ IdC' tels que les compos�s F �#@  FGF º#@  F
et G º#@  GFG �#@  G soient des identit�s de F et de G, respectivement. Ce sont
alors les morphismes d'adjonctions.

Proposition. i) Deux adjoints � gauche � un m�me foncteur sont naturellement
isomorphes (dual).

ii) Si F : C #@ C' est adjoint � gauche � G et F' : C' #@ C" est adjoint �
gauche � G', alors F' ì F est adjoint � gauche � G ì G'.

Proposition. i) Un foncteur G : C' #@ C poss�de un adjoint F � gauche si et
seulement si pour tout X Ô C le foncteur hX ì G est repr�sentable. Il est alors
repr�sent� par F(X) (dual).

ii) Toutes les limites projectives de base A existent dans C si et seulement si
le foncteur X �@    X    poss�de un adjoint G � droite et alors G = LimÒA  (dual) .

Th�or�me d'extension de Kan : Soit Â : A #@ B un foncteur entre petites
cat�gories. Pour tout º Ô B, on note A/º la cat�gorie dont les objets sont les couples
(�, v: Â(�) #@ º) et les morphismes (�, v) #@ (�', v')sont les fl�ches u : � #@
�' telles que v' Õ Â(u) = v. On note º: A/º #@ A, le morphisme (�, v) �@ �. Alors
Â* : CB #@ CA poss�de un adjoint Â! � gauche si et seulement si pour tout E Ô CA
et tout º Ô B, Lim@A/º  º*E existe et on a alors Â!E = Lim@A/º  º*E (dual).

Proposition. i) Si F : C #@ C' est adjoint � gauche � G et A est une petite
cat�gorie alors F et G induisent une adjonction entre CA et C'A (dual).

ii) Un foncteur ayant un adjoint � gauche pr�serve les limites projectives
(dual).

Proposition. Soit F un foncteur ayant un adjoint G � droite. Alors, G est fid�le
(resp. pleinement fid�le) si et seulement si le morphisme d'adjonction º : FG #@
IdC' est un �pimorphisme (resp. un isomorphisme). Supposons G pleinement fid�le
et soit D un diagramme de C'. Si on a X = Lim@  (G ì D) , alors F(X) = Lim@   D et si X
= LimÒ  (G ì D) , alors F(X) = LimÒ   D (dual).
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Exemple : Le foncteurs d'inclusion Ab Ì@ Gr est pleinement fid�le et poss�de
l'adjoint � droite G �@ Gab. Si D est un diagramme de groupes ab�liens et G sa
limite inductive dans Gr, sa limite dans Ab est Gab. Par exemple, si G est le produit
libre de deux groupes ab�liens G1 et G2, alors Gab est la somme directe de G1 et G2.

1.8. Structures alg�briques dans les cat�gories (?)
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II. Alg�bre homologique

2.1. Cat�gories additives

On se donne une cat�gorie C telle que le bifoncteur Cop | C #@ Ens, (M, N)
�@ Hom(M, N) se factorise par le foncteur oubli Ab #@ Ens. Cela signifie que
pour tout M, N Ô C, l'ensemble Hom(M, N) est muni d'une structure de groupe
ab�lien et que l'on a toujours (f + g) ì h = f ì h + g ì h et f ì (g + h) = f ì g + f ì
h. Les �l�ments de Hom(M, N), vu comme groupe ab�lien, sont appel�s
homomorphismes.

Exemple : Les cat�gories A-mod (et donc aussi Ab et K-ev) et la cat�gorie Tors
des groupes ab�liens de torsion.

On dit que M Ô C est un objet nul si IdM = O.

Proposition. Un objet de C est nul si et seulement il est final (dual).

On note 0 l'objet nul de C s'il existe. On dit que M est une somme directe de M1
et M2 s'il existe p1 : M #@ M1, p2 : M #@ M2, i1 : M1 #@ M et i2 : M2 #@ M tels
que p1i1= IdM1

, p2i2 = IdM2
, i1p1 + i2p2= IdM.

Proposition. i) On a toujours p1i2 = 0 et p2i1 = 0.

ii) M est une somme directe de M1 et M2 si et seulement si c'est un produit
avec p1 et p2 pour projections (dual).

On note M1 $ M2 la somme directe de M1 et M2 si elle existe. On dit que C est
additive si elle poss�de un objet nul et si toutes les sommes directes existent.

Exemple : Les cat�gories A-mod (et donc aussi Ab et K-ev) et Tors sont
additives.

Proposition. i) Si C est une cat�gorie additive, la factorisation du bifoncteur C | C
#@ Ens, (M, N) �@ Hom(M, N) par le foncteur oubli Ab #@ Ens est unique.

ii) Si C est additive, Cop aussi.
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On dit qu'un foncteur F : C #@ C' entre cat�gories additives est additif si
pour tout M, N Ô C, l'application canonique Hom(M, N) #@ Hom(F(M), F(N))
est un homomorphisme de groupes.

Exemples : i) Si M est un A-module � droite, les foncteurs N #@ HomAb(M, N) et
N �@ M ¢ N, A-mod #@ Ab sont additifs. Les foncteurs de restriction et
d'extension des scalaires B-mod #@ A-mod et A-mod #@ B-mod sont additifs.

ii) On peut aussi consid�rer les foncteurs M �@ MG = {m Ô M, gm = m si g Ô
G} et M �@ MG = M/{gm - m, g Ô G, m Ô M}qui vont de G-mod dans Ab.

Proposition. i) Les foncteurs hM sont additifs.

ii) Un foncteur F est additif si et seulement si il pr�serve les sommes directes
et l'objet nul.

iii) Le compos� de deux foncteurs additifs est additif.

Proposition. i) Si un foncteur additif G poss�de un adjoint F � gauche, celui ci est
aussi additif (dual) et les bifoncteurs

Cop | C' #@ Ab, (M, N) �@ Hom(F(M), N) et (M, N) �@ Hom(M, G(N))

sont isomorphes

ii) Soit C une cat�gorie additive et G : C' Ì@ C un foncteur pleinement fid�le
ayant un adjoint F � gauche. Alors, C' est une cat�gorie additive et F et G sont des
foncteurs additifs (dual).

Exemples : i) Les foncteurs N #@ M ¢A N et N #@ HomAb(M, N) sont adjoints
et additifs. De m�me avec les foncteurs de restriction et d'extension des scalaires.

ii) Le foncteur d'inclusion Tors Ì@ Ab poss�de un adjoint � droite

2.2. Cat�gories ab�liennes

Soi C une cat�gorie additive. On appelle noyau de f et on note Kerf l'objet
Ker(f, 0) s'il existe. De m�me, le conoyau de f est le noyau de f dans Cop s'il existe.
On se donne maintenant une cat�gorie additive C dans laquelle tous les
homomorphismes poss�dent un noyau et un conoyau. Si N Ì@ M est un
monomorphisme, on notera M/N son conoyau.
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Proposition. i) Toutes les limites projectives finies existent dans C. En particulier,
le produit fibr� de M1 et M2 sur N est le noyau de M1 $ M2 #@ N (dual).

ii) Soit

M
f'

#@ N'
Àu Àv
M

f
#@ N

un diagramme cart�sien. Alors, f est un monomorphisme si et seulement si f' en
est un (dual).

Proposition. i) On a KerIdM = O et Ker (0 : M #@ N) = M (dual).

ii) Si f : M #@ N est un homomorphisme quelconque et si g : N Ì@ P est un
monomorphisme, alors Kergf = Kerf (dual).

iii) Un homomorphisme est un monomorphisme si et seulement si son noyau
est nul (dual).

iv) Soit f : M #@ N un homomorphisme, la projection M #@ M/Kerf admet
pour noyau Kerf (dual).

Une cat�gorie ab�lienne est une cat�gorie additive avec noyaux et conoyaux
dans laquelle tout monomorphisme est un noyau et tout �pimorphisme est un
conoyau.

Exemple : A-mod (et donc aussi Ab et K-ev) est une cat�gorie ab�lienne.

 Dans la suite, C d�signe une cat�gorie ab�lienne.

Proposition. i) Si N Ì@ M est un monomorphisme, alors N est le noyau de la
projection M #@ M/N.

ii) Tout morphisme f : M #@ N se factorise de mani�re unique �
isomorphisme pr�s en un �pimorphisme M #@ I suivit d'un monomorphisme I
#@ N. Cette construction est fonctorielle. On a I = Kerp o� p : N #@ Coker f est
la projection (dual).

iii) Tout homomorphisme qui est � la fois un �pimorphisme et un
monomorphisme est un isomorphisme.
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iv) Soit

M
f'

#@ N'
Àu Àv
M

f
#@ N

un diagramme cart�sien. Si f est un �pimorphisme, alors f' aussi et le diagramme
est cocart�sien (dual).

Si f : M #@ N se factorise en un �pimorphisme M #@ÊI suivi d'un
monomorphisme I Ì@ N, on dit que I est l'image de f et on la note Imf.

Exemple : L'image de f : M #@ N dans A-mod est {f(m), m Ô M} Ç N.

2.3. Exactitude

On se fixe toujours une cat�gorie ab�lienne C. Si la suite

M' f#@  M 
g#@
0#@  M"

est exacte � gauche, on dit que la suite 0 #@ M' f#@  M g#@  M" est exacte (�
gauche). On dit que la suite M' #@ M #@ M" #@ 0 est une exacte (� droite) si est
exacte � gauche dans Cop. Si la suite 0 #@ M' #@ M #@ M" #@ 0 est exacte �
gauche et � droite, on dit qu'elle est exacte, que c'est une suite exacte courte o� que
M est une extension de M" par M'. On dit qu'une suite M' f#@  M g#@  M" est
exacte en M si la suite 0 #@ Imf #@ M #@ Img #@ 0 est une suite exacte
courte. On dit qu'une suite

ÖÖÖ @ Mi-1 #@ Mi #@ Mi+1 @ ÖÖÖ

est exacte si elle est exacte en chaque Mi.

Proposition. i) La suite M' f#@  M g#@  M" est exacte en M si et seulement si
Imf = Kerg (dual).

ii) La suite M' f#@  M g#@  M" est exacte en M si et seulement si g ì f = 0 et
pour tout h : N #@ M tel que g ì h = 0, il existe un �pimorphisme p : P #@ N tel
que h ì p se factorise par M'.

iii) La suite 0 #@ M' #@ M #@ M" est exacte � gauche si et seulement si
et seulement si elle est exacte.
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iv) La suite 0 #@ M' #@ M #@ M" #@ 0 est une suite exacte courte si et
seulement si et seulement si elle est exacte.

v) La suite �vidente 0 #@ M #@ M $ N #@ N #@ 0 est exacte.

Lemme du serpent : �tant donn� un diagramme commutatif � lignes exactes

M' #@ M #@ M" #@ 0
Àf' Àf Àf"

0 #@ N' #@ N #@ N" ,

il existe un unique homomorphisme ¶ : Kerf" #@ Cokerf" rendant exacte la suite

Kerf' #@ Kerf #@ Kerf" #@ Cokerf '#@ Cokerf #@ Cokerf"

et celui ci est fonctoriel.

On dit que la suite exacte courte 0 #@ M' f#@  M g#@  M" #@ 0 est scind�e
s'il existe un morphisme Ä : M' $ M" ~@ M rendant commutatif le diagramme

0 #@ M' #@ M' $ M" #@ M" #@ 0
® ÀÄ ®

0 #@ M'  f#@ M g#@ M" #@ 0.

Proposition. i) Le morphisme Ä est un isomorphisme.

ii) Une suite exacte courte 0 #@ M' f#@  M g#@  M" #@ 0 est scind�e si et
seulement si g est inversible � gauche (dual).

Exercices: i) Il existe des suites exactes non scind�es.

ii) Si A est un anneau commutatif int�gre tel que toutes les suites exactes de
A-mod sont scind�es, alors A est un corps.

Proposition. i) Un foncteur additif F entre deux cat�gories ab�liennes est exact �
gauche si et seulement si il pr�serve les suites exactes � gauche (dual).

ii) Si C est ab�lienne et G : C' #@ C est un foncteur exact pleinement fid�le
admettant un adjoint F � gauche, alors C' est aussi ab�lienne.

2.4. Objets projectifs et injectifs
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Soit C une cat�gorie ab�lienne. Un objet M de C est projectif (resp. g�n�rateur)
si hM : C #@ Ab est exact (resp. fid�le). Un objet P est injectif (resp. cog�n�rateur)
si c'est un objet projectif (resp. g�n�rateur) de Cop.

Exemples : i) Les objets injectifs de Ab sont les groupes divisibles et les objets
projectifs sont les groupes libres. Le groupe Ý/ç est un cog�n�rateur injectif de Ab.

ii) Les objets projectifs de A-mod sont les facteurs directs de A-modules
libres. Tout module libre est g�n�rateur.

Exercice : En g�n�ral, il existe des A-modules projectifs qui ne sont pas libres (ç/2
vu comme ç/6-module). Il existe des A-modules projectifs qui ne sont pas
g�n�rateurs (m�me exemple).

Proposition. i) P est projectif si et seulement si pour tout homomorphisme f : P
#@ N et tout �pimorphisme p : M #@ N , il existe un homomorphisme g : P #@
M tel que f = p ì g si et seulement si tout �pimorphisme M #@ P poss�de une
r�traction si et seulement si toute suite exacte 0 #@ M #@ N #@ P #@ 0 est
scind�e (dual).

ii) Toute somme de projectifs est projectif (dual).

iii) Un objet P est g�n�rateur si pour tout f : M #@ÊN non nul, il existe g : P
#@ M tel que f ì g ­ 0 (dual).

On dit que C a suffisamment de projectifs si tout M Ô C est un quotient d'un
objet projectif P. On dit que C a suffisamment d'injectifs si Cop a suffisamment de
projectifs.

Exemple : A-mod a suffisamment de projectifs et d'injectifs.

Proposition. i) Si C a des sommes quelconques et un g�n�rateur projectif, elle a
suffisamment de projectifs (dual).

ii) Soit F un foncteur additif entre cat�gories ab�liennes poss�dant un adjoint
G � droite. Si G est exact (resp. fid�le), alors F pr�serve les projectifs (resp. les
g�n�rateurs) (dual).
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2.5. Homologie des complexes

Soit C une cat�gorie ab�lienne. Un complexe K dans C est une suite infinie

ÖÖÖ @ Ki+1 di+1#@  Ki 
di#@  Ki-1 @ ÖÖÖ

telle que di ì di+1 = 0. On dit que Ki est la composante de degr� i et que di est la
diff�rentielle en degr� i. Si Ki = 0 pour i >> 0 o� pour i << 0, on omet parfois de les
�crire ; en particulier, on peut consid�rer tout objet de C comme un complexe
concentr� en degr� z�ro. On �crit parfois Ki au lieu de K-i et di au lieu de K-i. Un
morphisme de complexes f : K #@ L est une suite d'homomorphismes fi : Ki #@
Li tels que di ì fi = fi-1 ì di pour tout i. Enfin, on note Kop le complexe de Cop donn�
par Ki

op = Ki et di
op = di+1.

Proposition. i) Les complexes forment une cat�gorie ab�lienne K(C) dans laquelle
les limites projectives finies se calculent arguments par arguments.

ii) Tout foncteur F : C #@ C' induit un foncteur additif encore not� F : K(C)
#@ K(C').

iii) Le foncteur K �@ Kop est une anti-�quivalence de cat�gories entre K(C)
et K(Cop).

iv) Le foncteur d'inclusion C Ì@ K(C) est pleinement fid�le et poss�de des
adjoints � gauche et � droite.

Le i-�me objet d'homologie de K est Hi(K) := Im(Kerdi #@ Coker di+1). On
dit que Hi(K) := H-i(K) est le i-�me objet de cohomologie de K.

Proposition. i) On a Hi(K) := Kerdi/Imdi+1 (dual).

ii) La suite 0 #@ Hi(K) #@ Coker di+1 #@ Kerdi-1 #@ Hi-1(K) #@ 0
est exacte.

ii) Tout morphisme de complexes f : K #@ L induit un morphisme Hi(f) :
Hi(K) #@ Hi(L) et on obtient ainsi un foncteur additif Hi : K(C) #@ C.

Enfin, on dit que K est acyclique en degr� i si Hi(K) = 0 (ce qui signifie que la
suite est exacte en Ki). On dit que f est un quasi-isomorphisme si Hi(f) est un
isomorphisme pour tout i.
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Proposition. Si 0 #@ K' #@ K #@ K" #@ 0 est une suite exacte de complexes,
il existe un unique homomorphisme ¶i : Hi(K") #@ Hi-1(K') rendant exacte la
suite

Hi(K') #@ Hi(K) #@ Hi(K") #@ Hi-1(K').

Cette construction est fonctorielle.

2.6. Homotopie de complexes

Soit C une cat�gorie ab�lienne. Si K est un complexe � termes positifs (en
bas) de C et M un objet de C, un morphisme K #@ M s'appelle une augmentation �
droite. Si c'est un quasi-isomorphisme, on dit que K est une r�solution de M �
gauche. Si tous les termes de K sont projectifs, on parle de r�solution projective. On
dit que K est augment� � gauche vers M si Kop est augment� � droite vers M dans
K(Cop). On dit alors que K est une r�solution droite (resp. injective) de M si Kop est
une r�solution gauche (resp. projective) de M dans K(Cop).

Proposition. i) Se donner une augmentation K #@ M revient � se donner un
homomorphisme ª : K0 #@ M tel que ª ì d1= 0 (dual).

ii) Dire que K est une r�solution de M signifie que la suite

ÖÖÖ @ K2 d2#@  K1 d1#@  K0
ª#@  M #@ 0

est exacte (dual).

iii) Si C a suffisamment de projectifs, tout objet de C poss�de une r�solution
projective (dual).

Exercice: Tout groupe ab�lien poss�de une r�solution projective � 2 termes. C'est
faux en g�n�ral dans la cat�gorie A-mod (Ý sur Ý[X, Y]).

Un morphisme de complexes f : K #@ L est homotopiquement trivial s'il
existe une suite d'homomorphismes hi : Ki #@ Li+1 tels que fi = hi-1 ì di + di+1 ì
hi pour tout i. Deux morphismes de complexes f, g : K #@ L sont homotopes si f -
g est homotopiquement trivial. On �crit alors f ~ g.

Lemme : i) Les morphismes homotopiquement triviaux f : K #@ L forment un
sous-groupe de Hom(K, L).
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ii) Si f : K #@ L ou g : J #@ K est homotopiquement trivial, alors g ì f
aussi.

On peut d�finir la cat�gorie K(C)/~ des complexes � homotopie pr�s qui a les
m�mes objets que K(C) et pour morphismes Hom(K, L)/~.

Proposition. i) K(C)/~ est une cat�gorie additive.

ii) Le foncteur �vident K(C) #@ K(C)/~ est additif.

iii) Tout foncteur additif K(C) #@ K(C') induit un foncteur additif K(C)/~
#@ K(C')/~.

On dit que K est contractile s'il devient nul dans K(C)/~ et que f est une
�quivalence d'homotopie si f devient un isomorphisme dans K(C)/~.

Proposition. i) Le foncteur Hi : K(C) #@ C se factorise par K(C)/~.

ii) Tout complexe contractile est acyclique et toute �quivalence d'homotopie
est un quasi-isomorphisme.

Exercice Dans Ab, on peut trouver f et g non homotopes tels que Hi(f) = Hi(g)
pour tout i. On peut trouver un complexe acyclique qui n'est pas contractile et un
quasi-isomorphisme qui n'est pas une �quivalence d'homotopie.

Th�or�me. Soit f : M #@ N un homomorphisme, K un complexe � termes
projectifs augment� � droite vers M et L une r�solution gauche de N. Alors f se
prolonge, de mani�re unique � homotopie pr�s, en un morphisme de complexes K
#@ L (dual).

Corollaire. Si C a suffisamment d'injectifs, le foncteur H0 induit une �quivalence
de cat�gories entre la sous-cat�gorie pleine P(C)/~ de K(C)/~ form�e des
r�solutions projectives et la cat�gorie C.

2.7. Foncteurs d�riv�s

Th�or�me. Soit C une cat�gorie ab�lienne avec suffisamment de projectifs, C'
une autre cat�gorie ab�lienne et F : C #@ C' un foncteur additif. Il existe alors, �
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unique isomorphisme naturel pr�s, un unique foncteur LiF : C #@ C' tel que si P
une r�solution projective de M Ô C, on ait LiFM = Hi(FP) (dual).

On dit alors que LiF est le i-�me d�riv� gauche de F. Si C a suffisamment
d'injectifs, on dit que RiF := (LiF

op)op
 est le i-�me d�riv� droit de F. On dit que M est

acyclique pour F � gauche (resp. � droite) si LiFM = 0 (resp. RiFM = 0) pour tout i
>Ê0. On dit qu'une r�solution � gauche (resp. � droite) K de M est F-acyclique si tous
ses termes sont F-acycliques � gauche (resp. � droite). Enfin, on note Exti(M, N)
:= RihM(N).

Exemples : i) On note Tori
A(M, N) la valeur en N du i-�me d�riv� gauche du

foncteur N �@ M ¢A N. On omet A lorsque A = ç et i lorsque i = 1. Le groupe
Tori

A(M, N) est aussi la valeur en M du i-�me d�riv� gauche du foncteur M �@ M
¢A N. Un A-module N est plat si et seulement si TorA(M, N) = 0 pour tout M. Un
groupe ab�lien est plat si et seulement si il est sans torsion.

ii) Si M est un G module, on note Hi(G, M) les d�riv�s droits du foncteur M
#@ MG et Hi(G, M) les d�riv�s gauches du foncteur M #@ MG. On a alors Hi(G,
M) = Exti

ç[G](M, ç)  et Hi(G, M) = Tori
ç[G](M, ç) .

Exercice : Montrer que Tori(M, N) = 0 et Exti(M, N) = 0 pour i ­Ê0, 1 dans Ab.
Calculer Tor1(ç/pr, ç/qs) et Ext1(ç/pr, ç/qs) avec p et q premiers distincts dans
Ab. Calculer Hi(ç/n, ç) et Hi(ç/n, ç).

Proposition. i) Le foncteur LiF est additif (dual).

ii) Si F est exact � droite, alors L0F = F (dual).

iii) Tout objet projectif est F-acyclique � gauche (dual).

Th�or�me. Si 0 #@ M' #@ M #@ M" #@ 0 est une suite exacte de C, il existe
un unique homomorphisme ¶i : LiF(M") #@ Li-1F(M') rendant exacte la suite

LiF(M') #@ LiF(M) #@ LiF(M") 
¶i#@  Li-1F(M').

Cette construction est fonctorielle (dual).

Corollaire. Si F est exact � droite et K est une r�solution F-acyclique � gauche de
M, alors LiFM = Hi(FK) (dual).
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Proposition. i) Si 0 #@ M' #@ M #@ M" #@ 0 est une suite exacte de C, il
existe un unique homomorphisme ¶i : Exti(M', N) #@ Exti(M", N) rendant exacte
la suite

Exti(M", N) #@ Exti(M, N) #@ Exti(M', N) 
¶i#@  Exti(M", N).

Cette construction est fonctorielle.

ii) Si P est une r�solution projective de M, alors Exti(M, N) = Hi(Hom(P, N)).

2.8. ¶¶¶¶-foncteurs (?)



Alg�bre homologique et . . .  - Bernard Le Stum (14/10/98)

29

III. Th�orie des Faisceaux

1. Pr�faisceaux sur un espace topologique

Un pr�faisceau � valeurs dans une cat�gorie C sur un espace topologique X
est un foncteur contravariant f de Ouv(X) dans C. Cela revient donc � se donner
pour tout ouvert U de X un objet f(U) et chaque fois que V Ç U, un morphisme (de
restriction) f(U) #@ f(V) avec la condition que si W Ç V, le compos� des
morphismes de restrictions f(U) #@ f(V) et f(V) #@ f(W) est le morphisme
de restriction f(U) #@ f(W).

Les pr�faisceaux sur X forment une cat�gorie C(X). Se donner un morphisme
de pr�faisceaux f #@ g revient � se donner pour tout ouvert U de X un
morphisme f(U) #@ g(U) de telle sorte que lorsque V Ç U, les carr�s

f(U) #@ g(U)
À À

f(V) #@ g(V)

soient commutatifs.

Tout foncteur T : C #@ C' fournit un foncteur encore not� T : C(X) #@
C'(X) tel que T(f)(U) = T(f(U)). Enfin, on dispose pour tout ouvert U de X d'un
foncteur �vident C(X) #@ C, f #@ â(U, f) := f(U). Remarquons aussi que
tout pr�faisceau f sur X induit par restriction un pr�faisceau fÉU sur tout ouvert
U de X et que l'on a â(U, fÉU) = â(U, f).

Exemples : On dira pr�faisceau d'ensembles, de groupes ab�liens, d'anneaux si C
= Ens, Ab ou Ann. Si s Ô f(U), on dit que s est une section de f sur U et on notera
sÉV la restriction de s � V. Les foncteurs oubli Ann #@ Ab #@ Ens induisent des
foncteurs oubli Ann(X) #@ Ab(X) #@ Ens(X) et les foncteurs C(X) #@ C, f
#@ â(U, f) commutent aux foncteurs oubli.

Exercice : i) Si E est un ensemble (resp. un espace topologique, etc . . .), on peut
d�finir un pr�faisceau en consid�rant pour chaque ouvert U de X, toutes les
applications (resp. applications continues, etc . . .) de U dans E.

ii) Si X est une vari�t� diff�rentiable (resp. analytique r�elle, resp. analytique
complexe, resp. alg�brique), on peut d�finir un pr�faisceau d'anneaux oX sur X en
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consid�rant pour chaque ouvert U de X, toutes les fonctions diff�rentiables, (resp.
analytiques, resp. holomorphes, resp. r�guli�res) sur U.

On suppose dor�navant que C poss�de un objet final 0.

Proposition. i) Un morphisme de pr�faisceau f #@ g est un monomorphisme,
un �pimorphisme ou un isomorphisme si et seulement si pour tout ouvert U de X,
le morphisme f(U) #@ g(U) en est un.

ii) Si les limites inductives (resp. projectives) de base A existent dans C, elles
existent aussi dans C(X) et si f est la limite inductive (resp. projective) d'un
syst�me (f�), on a pour tout ouvert U de X, f(U) = lim@  f�(U) (resp. f(U) =
limÒ  f�(U)).

iii) Si C est additive ou ab�lienne, alors C(X) aussi.

Proposition. i) Le foncteur f �@ â(X, f), C(X) #@ C a pour adjoint � gauche
le foncteur qui � E associe le pr�faisceau constant     E     : U �@ E.

ii) Le foncteur f �@ â(X, f), C(X) #@ C a pour adjoint � droite le foncteur
qui � E associe le pr�faisceau constant X �@ E et U #@ 0 si U ­ÊX.

iii) Le foncteur C #@ C(X), E #@     E     poss�de pour adjoint � gauche le
foncteur f #@ f(¯).

Exemples : i) Les foncteurs oubli Ann(X) #@ Ab(X) #@ Ens(X) commutent
aux limites projectives et aux limites inductives filtrantes.

ii) Les foncteurs E �@     E     commutent aux foncteurs oubli Ann #@ Ab #@
Ens.

Si f et g sont deux pr�faisceaux, on note hom(f, g) le pr�faisceau U �@
Hom(fÉU, gÉU).

2. Fibre, image directe et image inverse pour les pr�faisceaux

On suppose dor�navant que les limites inductives filtrantes existent dans C
et qu'elles sont exactes. On rappelle aussi qu'il y � un objet final 0 et on supposera
aussi l'existence d'un objet initial ¯.
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Si f : X #@ Y est une application continue et f-1 : Ouv(Y) #@ Ouv(X), on
�crit f* = (f-1)

*
 : C(X) #@ C(Y). Si f Ô C(X), on dit que f*f est l'image directe

de f par f et on a donc pour tout ouvert V de Y, â(V, f*f) = â(f-1(V), f).

Proposition. i) Le foncteur f* : C(X) #@ C(Y) poss�de un adjoint � gauche fÖ :
C(Y) #@ C(X) qui est exact et on a pour tout ouvert U de X, â(U, fÖg) = lim@f(U)ÇVÊ 
â(V, g).

ii) Si f : X #@ Y et g : Y #@ Z sont deux applications continues, alors (g ì
f)* = g* ì f* et (g ì f)Ö = fÖ ì gÖ.

iii) Si les limites projectives quelconques existent dans C, le foncteur f* : C(X)
#@ C(Y) poss�de aussi un adjoint f! � droite.

Exemple : Les foncteur f* et fÖ commutent aux foncteurs oubli Ann(X) #@
Ab(X) #@ Ens(X).

Proposition. i) Si i : Y Ì@ X est l'inclusion d'un sous-espace, alors i* est
pleinement fid�le.

ii) Si j : U Ì@ X est l'inclusion d'un ouvert de X, on a jÖf = fÉU. Le foncteur
jÖ poss�de pour adjoint � gauche le foncteur f �@ jÖf avec (jÖf)(V) = f(V) si V
Ç U et ¯ sinon. Ce dernier est pleinement fid�le et commute � toutes les limites.

Si f est un pr�faisceau sur X et ix : 0 Ì@ X, 0 �@ x on dit que fx :=
(ix

Öf)(0) est la fibre de f en x. On obtient ainsi un foncteur f �@ fx, C(X) #@
C

Exemple : Le foncteur f �@ fx commute aux foncteurs oubli Ann #@ Ab #@
Ens.

Exercice : Si X est une vari�t� diff�rentiable (resp. analytique r�elle, resp.
analytique complexe, resp. alg�brique), alors oX,x est l'anneau des germes de
fonctions diff�rentiables, (resp. analytiques, resp. holomorphes, resp. r�guli�res) en
x.

Proposition. i) On a fx = lim@xÔU
  f(U) et le foncteur fibre f �@ fx, C(X) #@ C

est exact et avec pour adjoint � droite le foncteur qui � E associe le pr�faisceau
(gratte ciel) U �@ E si x Ô U et 0 sinon.
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ii) Soit f : X #@ Y une application continue. Si g est un pr�faisceau sur Y, on
a (fÖ(g))x = gf(x).

iii) Si i : Y Ì@ X est l'inclusion d'un sous-espace, alors pour tout point x de Y,
on a (i*f)x = fx.

iv) Si j : U Ì@ X est l'inclusion d'un ouvert de X, alors (jÖf)x = fx si x Ô U et
¯ sinon.

Exemple : Le foncteur f �@ fx commute aux foncteurs oubli Ann(X) #@
Ab(X) #@ Ens(X).

3. Faisceaux sur un espace topologique

On suppose maintenant que toutes les limites projectives existent dans C.

Si {U�} est un recouvrement ouvert d'un ouvert U de X, les morphismes de
restriction induisent un morphisme f(U) #@ 

�̧
 f(U�). On dit que f est s�par� si

c'est un monomorphisme. On a aussi deux morphismes 
�̧

 f(U�) #@ 
�̧,º

  f(U� õ
Uº) selon que l'on prenne la restriction par rapport � la premi�re variable ou par
rapport � la seconde. On dit que f est un faisceau si pour tout recouvrement
ouvert {U�} d'un ouvert U de X, la suite

f(U) #@ 
�̧

 f(U�) #@
#@ 

�̧,º
  f(U� õ Uº)

est exacte. Cela implique en particulier que f(¯) = 0.

Exemple : Lorsque C = Ens, Ab ou Ann, on voit que f est un faisceau si et
seulement si il satisfait la propri�t� suivante : Si on se donne un ouvert U de X, un
recouvrement ouvert {U�} de U et pour tout �, une section s� de f sur U� de telle
sorte que pour tout �, º, on ait s�ÉU�õUº

 = sºÉU�õUº
, alors il existe une unique section

s de f sur U tel que pour tout �, on ait sÉU�
 = s�.

Exercice : i) Si E est un ensemble (resp. un espace topologique), le pr�faisceau qui
envoie un ouvert U de X sur l'ensemble des applications (resp. applications
continues) de U dans E est un faisceau.

ii) Si X est une vari�t� diff�rentiable (resp. analytique r�elle, resp. analytique
complexe, resp. alg�brique), oX est un faisceau d'anneaux.
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On note FC(X) la sous-cat�gorie pleine de C(X) form�e des faisceaux sur X et
on rappelle que les toutes les limites inductives filtrantes existent dans C et sont
exactes. A tout pr�faisceau f, on associe un pr�faisceau f+ en posant

f+(U) = lim@ ( Ker 
�̧

f(U�) #@
#@ 

�̧,º
 f(U� õ Uº)], 

la limite inductive �tant prise sur tous les recouvrements {U�} de U.

Lemme : Le pr�faisceau f+ est s�par�. C'est un faisceau si f est s�par�.

Th�or�me. Le foncteur d'inclusion iX : FC(X) Ì@ C(X) poss�de un adjoint �
gauche aX : C(X) Ì@ FC(X) qui est exact.

Exemple : Les foncteurs oubli Ann(X) #@ Ab(X) #@ Ens(X) induisent des
foncteurs oubli FAnn(X) #@ FAb(X) #@ FEns(X) et les foncteurs iX et aX
commutent aux foncteurs oubli.

Si f est un pr�faisceau sur X, on dit que aX(f) est le faisceau associ� � f.

Proposition. i) Un morphisme de faisceaux f #@ g est un monomorphisme ou
un isomorphisme si et seulement si pour tout ouvert U de X, le morphisme f(U)
#@ g(U) en est un.

ii) Toutes les limites projectives existent dans FC(X) et si f est la limite
projective d'un syst�me (f�) de faisceaux, alors pour tout ouvert U de X, f(U) =
limÒ  f�(U).

iii) Si les limites inductives de base A existent dans C, elles existent aussi
dans FC(X) et la limite inductive f d'un syst�me (f�) de faisceaux sur X est le
faisceau associ� au pr�faisceau U �@ lim@  f�(U).

iv) Si C est additive ou ab�lienne, alors FC(X) aussi.

Exercice : Un morphisme de faisceaux d'ensembles Ä : f #@ g est un
�pimorphisme si et seulement si pour toute section t de g sur un ouvert U de X, il
existe un recouvrement{U�} de U et des sections s� de f sur U� telles que Ä(s�) =
tÉU�

.
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Proposition. i) Le foncteur f �@ â(X, f), FC(X) #@ C admet pour adjoint �
gauche le foncteur E �@ EX, C #@ FC(X) ou EX est le faisceau associ� au
pr�faisceau constant U �@ E.

ii) Si U est un ouvert de X et f un faisceau sur X, alors fÉU est un faisceau.

iii) Si f et g sont deux faisceaux, alors hom(f, g) est aussi un faisceau.

iv) Le foncteur f �@ â(0, f), FC(0) #@ C est une �quivalence de
cat�gories.

 On dit que E   X    est le faisceau constant sur X associ� � E.

Exercice : Si E est un ensemble, alors EX(U) = HomTop(U, Edisc).

4. Fibre, image directe et image inverse pour les faisceaux.

Proposition. i) Soit f : X #@ Y une application continue. Si f est un faisceau sur
X, alors f*f est aussi un faisceau et on a donc un foncteur f* : FC(X) #@ FC(Y).

ii) Le foncteur f* : FC(X) #@ FC(Y) poss�de un adjoint � gauche f-1 :
FC(Y) #@ FC(X) qui est exact. Si g est un faisceau, alors f-1g est le faisceau
associ� au pr�faisceau U #@ lim@f(U)ÇV

  â(V, g).

iii) Si f : X #@ Y et g : Y #@ Z sont deux applications continues, alors (g ì
f)* = g* ì f* et (g ì f)-1 = f-1 ì g-1.

Proposition. i) Soit i : Z Ì@ X est l'inclusion d'un ferm� de X. Si f est un faisceau
sur X, alors i!f est un faisceau et on obtient ainsi un foncteur i! : FC(X) #@
FC(Z) qui est adjoint � droite � i*.

ii) Si j : U Ì@ X est l'inclusion d'un ouvert de X, le foncteur j-1 poss�de pour
adjoint � gauche le foncteur f �@ j!f o� j!f est le faisceau associ� � V �@ f(V)
si V Ç U et ¯ sinon. Celui ci est pleinement fid�le et exact.

Exemple : Les foncteur f* et f-1 commutent aux foncteurs oubli FAnn(X) #@
FAb(X) #@ FEns(X).

Proposition. i) Le foncteur f �@ fx, FC(X) #@ C est exact avec pour adjoint �
droite le foncteur qui envoie E sur le faisceau U �@ E si x Ô U et 0 sinon.
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ii) Si f : X #@ Y est une application continue et g un faisceau sur Y, alors (f-

1(g))x = gf(x).

iii) Si f est un pr�faisceau sur X, alors (aXf)x = fx.

Proposition. i) Si i : Z Ì@ X est l'inclusion d'un ferm� et f un faisceau sur Z,
alors (i*f)x = fx si x Ô Z et 0 sinon.

ii) Si j : U Ì@ X est l'inclusion d'un ouvert de X et f un faisceau sur U, alors
(j!f)x = fx si x Ô U et ¯ sinon.

Proposition. i) Si X est discret, on a une �quivalence de cat�gories FC(X) #@ CX,
f �@ (fx)xÔX.

ii) Si Ä, ´ : f #@ g sont deux morphismes de faisceaux tels que Äx = ´x, pour
tout x, alors Ä = ´.

iii) Si u : Xdisc #@ X est l'application canonique, alors u-1 est pleinement
fid�le.

Exemple : Le foncteur f �@ fx commute aux foncteurs oubli FAnn(X) #@
FAb(X) #@ FEns(X).

Proposition. On suppose que C est une cat�gorie ab�lienne. Alors,

i) Un faisceau f est nul si et seulement si pour tout x Ô X, fx est nul.

ii) Un morphisme de faisceaux Ä : f #@ g est nul (resp. un monomorphisme,
resp. un �pimorphisme, un isomorphisme) si et seulement si pour tout x Ô X, Äx :
fx #@ gx est nul (resp. un monomorphisme, un �pimorphisme, un isomorphisme).

iii) Une suite f' #@ f #@ f" est exacte en f si et seulement si pour tout x
Ô X, la suite f'x #@ fx #@ f"x est exacte en fx.

Proposition. On suppose C ab�lienne.

i) Soit U un ouvert de X et Z le ferm� compl�mentaire. On note i : Z Ì@ X et j
: U Ì@ X les applications d'inclusion. Alors, la suite

0 #@ j!j
*f #@ f #@ i*i

*f #@ 0

est exacte.



Alg�bre homologique et . . .  - Bernard Le Stum (14/10/98)

36

ii) Si X = X1 ô X2 avec X1 et X2 ferm�s dans X, et si on note par i1, i2 et i12 les
inclusions respectives de X1, X2 et X1 õ X2 dans X, on a une suite exacte courte

0 #@ f #@ i1*i
*
1f $ i2*i

*
2f #@ i12*i

*
12f #@ 0.

On dit qu'un faisceau f est flasque si pour tout ouverts U de X, l'application
de restriction f(X) #@ f(U) est un �pimorphisme.

Proposition. i) Si f est flasque, alors f*f aussi.

ii) Si la topologie de X est discr�te, tout faisceau f sur X est flasque.

iii) Tout faisceau est un sous-faisceau d'un faisceau flasque.

5. Faisceaux de modules

Un espace annel� est un couple form� d'un espace topologique X et d'un
faisceau d'anneaux oX sur X. Si U est un ouvert de X, on munit U du faisceau
d'anneaux oU := oXÉU.

Soit (X, oX) un espace annel�. Un oX-module � gauche est un faisceau de
groupes ab�liens f muni d'une loi de composition externe oX | f #@ f qui fait,
pour tout ouvert U de X, de f(U) un oX(U)-module � gauche. Un homomorphisme
entre deux oX-modules f et g est un morphisme de faisceaux Ä : f #@ g qui
induit pour tout U, un homomorphisme de oX(U)-modules f(U) #@ g(U). On
note oX-mod la cat�gorie des oX-modules � gauche. Si U est un ouvert de X et f
un oX-module, alors fÉU est de mani�re naturelle un oU-module. Pour tout ouvert
U de X, le foncteur f #@ â(U, f) induit un foncteur oX-mod #@ â(U, oX)-mod.
On d�finit de m�me la cat�gorie Mod-oX des oX-modules � droite.

Proposition. i) Soit f un faisceau de groupes ab�liens tels que pour tout ouvert U,
f(U) soit muni d'une structure de oX(U)-module � gauche. Alors f est un oX-
module si et seulement pour tout V Ç U, l'application f(U) #@ f(V) est oX(U)-
lin�aire.

ii) Le foncteur oubli çX-mod #@ FAb(X) est une �quivalence de cat�gories.

 iii) Toutes les limites projectives et inductives existent dans oX-mod. De plus,
on a toujours (limÒ  f�)(U) = limÒ  f�(U) et lim@  f� est le faisceau associ� au
pr�faisceau U �@ lim@  f�(U).
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Proposition. i) Si f est un oX-module � droite et g un faisceau ab�lien, alors
homAAAAbbbb(f, g) est de mani�re naturelle un oX-module � gauche.

ii) Si f est un oX-module � droite, le foncteur g �@ homAAAAbbbb(f, g), FAb(X)
#@ oX-mod poss�de pour adjoint � gauche le foncteur g �@ f ¢oX

 g o� f ¢oX
 g

est le faisceau ab�lien associ� � U �@ f(U) ¢oX(U)g(U). On �crira f ¢ g si oX =
çX.

Proposition. i) Le foncteur oubli oX-mod #@ FAb(X) est fid�le, commute �
toutes les limites et poss�de pour adjoint � gauche le foncteur f �@ oX ¢ g.

ii) La cat�gorie oX-mod est ab�lienne.

iii) Si A = â(X, oX), le foncteur f #@ â(X, f), oX-mod #@ A-mod poss�de
pour adjoint � gauche le foncteur M �@ oX ¢A M := oX ¢AX

 MX.

iv) On a â(X, f) ~= HomoX
(oX, f).

Proposition. i) Soit f : Y #@ X une application continue. Si f est un oX-module,
alors f-1f a une structure naturelle de f-1oX-module et on a un isomorphisme
fonctoriel Homf-1oX

(f-1f, g) ~= HomoX
(f, f*g).

ii) Soit j : U #@ X l'inclusion d'un ouvert. Si f est un oU-module, alors j!f a
une structure naturelle de oX-module et on a un isomorphisme fonctoriel
HomoX

(j!f, g) ~= HomoU
(f, j*g).

iii) Si f est un oX-module et x Ô X, alors fx est de mani�re naturelle un oX,x-
module et on obtient ainsi un foncteur f #@ fx, oX-mod #@ oX,x-mod.

Proposition. Soit 0 #@ f' #@ f #@ f" #@ 0 une suite exacte de oX-modules
avec f' flasque. Alors

i) Pour tout ouvert U de X, la suite 0 #@ f'(U) #@ f(U) #@ f"(U) #@
0 est exacte.

ii) Le faisceau f" est flasque si et seulement si f est flasque.

Si Z est un ferm� de X, on pose âZ(X, f) := Ker (â(X, f) #@ â(U, f)) o� U
est l'ouvert compl�mentaire de Z dans X.

Proposition. i) Si X' est un ouvert de X contenant Z, alors Hi
Z(X', f) = Hi

Z(X, f).
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i) Si 0 #@ f' #@ f #@ f" #@ 0 une suite exacte de oX-modules avec f'
flasque, alors la suite 0 #@ âZ(X, f') #@ âZ(X, f) #@ âZ(X, f") #@ 0 est
exacte.

Proposition. i) La cat�gorie oX-mod a suffisamment d'injectifs.

ii) Si i est un oX-module injectif, il en va de m�me de iÉU pour tout ouvert U
de X.

ii) Un oX-module injectif est flasque.

6. Cohomologie des faisceaux

On note Hi(X, - ) les foncteurs d�riv�s de â(X, - ) : oX-mod #@ A-mod o� A
= â(X, oX).

Proposition. i) Les faisceaux flasques sont acycliques pour â(X, - ).

ii) Les Hi(X, - ) sont aussi les foncteurs d�riv�s de â(X, - ) : FAb(X) #@
Ab.

iii) On a un isomorphisme fonctoriel Hi(X, f) ~= ExtioX
(oX, f).

iv) (Mayer-Vietoris) Si X = X1 ô X2 avec X1 et X2 ferm�s dans X, et si on note
par i1, i2 et i12 les inclusions respectives de X1, X2 et X1 õ X2 dans X, on a une suite
exacte longue

Hi(X, f) #@ Hi(X1, i*1f) $ Hi(X2, i*2f) #@ Hi(X1 õ X2, i*12f) #@ Hi+1(X, f)

Exercice : i) Montrer que H1(X, ç) = 0 si X est un intervalle de é et que H1(S1, ç)
~= ç.

ii) Montrer et que si c d�signe le faisceau des fonctions continues � valeurs
dans é, alors H1(X, c) = 0 pour tout intervalle X de S1.

On note Hi
Z(X, - ) le -i�me foncteur d�riv� gauche de âZ(X, - ).

Proposition. i) Les faisceaux flasques sont acycliques pour âZ(X, -).

ii) On a toujours une suite exacte longue

Hi
Z(X, f) #@ Hi(X, f) #@ Hi(U, f) #@ HZ

i+1(X, f).



Alg�bre homologique et . . .  - Bernard Le Stum (14/10/98)

39

iii) Si X' est un ouvert de X contenant Z, alors Hi
Z(X', f) = Hi

Z(X, f).

Exercice : i) Montrer que âx(X, ç) = 0 et que H1
x(X, ç) ~= ç lorsque X est un

intervalle de é. Retrouver l'isomorphisme H1(S1, ç) ~= ç.

ii) Calculer âx(X, c) = 0 et H1
x(X, c) lorsque X est un intervalle de é.

Cohomologie de Cech (?)

Ext locaux (?).

7777. Morphismes d'espaces annel�s, images directes sup�rieures (?)
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REBUT

Morphismes d'espaces annel�s :

Un morphisme d'espaces annel�s est un couple form� d'une application
continue f : X #@ Y et d'un morphisme de faisceaux d'anneaux f* : oY #@ f*oX.
On compose ce morphisme avec un morphisme g : Y #@ Z en composant f avec g
et g* : oZ #@ g*oY avec g*(f

*) : g*oY #@ g*f*oX = (g ì f)*oX. On obtient ainsi
une cat�gorie. Si f : X #@ Y est un morphisme d'espaces annel�s, alors f*f est de
mani�re naturelle un f*oX-module et donc aussi un oY-module. On obtient ainsi un
foncteur f* : oX-mod #@ oY-mod.

Proposition. i) Le foncteur f* : oX-mod #@ oY-mod poss�de un adjoint f* �
gauche.

ii) Si g : Y #@ Z est une autre application continue, alors (g ì f)* = g* ì f* et
(g ì f)* = f* ì g*.


